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Abstract

In this thesis, we investigate the ['-convergence of discrete functionals to a sharp cohesive
fracture energy. In particular, we study a family of discrete energy functionals defined
on one-dimensional finite element spaces with a non-uniform mesh. These functionals,
which couple the displacement field with the damage variable, represent a phase-field
model. We analyze the asymptotic behavior of the discrete functionals as the mesh size
h and the internal length €, tend to zero. We require that h = o(ep,).

Our main result proves that the discrete model I'-converges to a functional defined on
the space BV of functions of bounded variation. We show that the I'-limit energy is
the sum of three terms: a bulk elastic energy, a Cantor part and a cohesive energy
concentrated at the jump set of the displacement. The contribution of this work is
the generalization of the I'-convergence result presented in [MNVD26|. Specifically, we
consider a non-uniform mesh, a general decreasing and Lipschitz continuous degradation
function a, an even density function f with quadratic-linear behavior and we remove
the non-interpenetration condition. These changes are useful to extend the proof of the
main theorem to the two-dimensional anti-plane setting, as a future development.

The main result of this work is summarized in the following theorem:
Theorem: Let a : [0,1] — [0,1] be a decreasing and Lipschitz continuous function such that
a(0) =1, a(l) =0 and a(z) > 0 for every x # 1. Let ¢ : R — [0,+00) be the even extension
of the function ¢q : [0, +00) — [0, +00), where

¢a(s) = min {a(z)acs +G.2%, 2z €0, 1]} for s > 0.

Then, the function ¢, is concave, $(0) =0,

lim 9(s) =0, and lim ¢(s) = G..

s—0t S S——+00

Furthermore, let I be an open and bounded interval and let F, : L*(I) x L*(I) — [0, +o00] be
defined as

1 .
/ fuy, an(dp)) dx + % / ;d% + ep|d},|* dx if up, dp, € P},
I I

ﬁh(uh;dh): HuhHOOSKv dhe [071]7

400 otherwise,

where

1 2 : ag

5Fos if |s| < rge
flsir) =17 2 o2 : 507

rocls| —r I if |s] > T,



and

(@) = o [ o) iz o e T
Let F : LY(I) x LY(I) — [0, +00] be defined as

F(u,d) =

400 otherwise,

- {f(u) ifue BV(I), d=0 a.e. in1, ||ul|o < K

where

Flu) = /1 1) do+ o Dul(1) + 3 (| [u]l):
Ju

Then, .fh I'-converges to F ash— 0.

The work is organized as follows. In Chapter 1, we provide an overview of BV and
SBYV spaces in one dimension. Next, we define the notion of I'-convergence and we
prove some of its properties. Chapter 2 is dedicated to the detailed proof of the main
['-convergence theorem. Finally, by varying the degradation function a, we give some
examples of cohesive energies to which we can apply the theorem, including Dugdale’s

cohesive energy.



Introduzione

La modellizzazione matematica dei fenomeni di frattura nei materiali rappresenta un
tema di ricerca di grande interesse nell’ambito delle applicazioni del Calcolo delle Va-
riazioni.

L’obiettivo di questa tesi ¢ dimostrare un risultato di I'-convergenza per un’energia coesi-
va di frattura, definita nello spazio delle funzioni a variazione limitata in una dimensione.
In particolare, studiamo il comportamento asintotico, nel senso della I'-convergenza, di
una famiglia di funzionali discreti, definiti su uno spazio di elementi finiti, quando la
taglia h della mesh tende a 0. Questi funzionali rappresentano un modello phase-field
per 'approssimazione numerica della frattura nei materiali quasi-fragili (come ad esem-
pio rocce e calcestruzzo). I modelli phase-field approssimano una frattura (cioé una
discontinuita della variabile spostamento u) regolarizzandola e introducendo una varia-
bile continua di danno dj, a valori in [0, 1], tale che d; = 0 indica il materiale integro e
dp = 1 indica la frattura.

Consideriamo il seguente problema: una barra unidimensionale, che corrisponde al do-
minio [ = (—L, L). Introduciamo il funzionale discreto dell’energia Fj, : P} x P) x P} —
[0, +00), definito come

1
Fy (up, mp, dp) :/%E0|U;1—77h|2d$+/a(dh)0c|77h|dx+%/e—di"‘EhWHde,
I I I €n

dove uy, ¢ la variabile spostamento, dj ¢ la variabile danno, 7, rappresenta una variabile
“plastica” (per la risposta inelastica del materiale) e a : [0,1] — [0, 1] & una funzione
lipschitziana e decrescente tale che a(0) = 1, a(1) = 0 e a(x) > 0 per ogni = # 1.
Definiamo Fj, : P} x P} — [0, +00) come

Fulun, dyp) = min{ Fy (up, mp, dn) : mn € Py} per ogni up, dy € Py

Otteniamo che

1
Filunsdo) = [ Sl () do+ % [ 2+ ety P
I I

dove
1 2 oc
5 Eys se |s| <rge
fs,r) = 2 ) o2 fov
rocls| —rigg se [s| > rge,
e

1
ap(dp)(z) = Tenl /eh a(dy(t))dt, sex € ey € Th.

Estendiamo il funzionale F, allo spazio L'(I) x L'(I), definendo F, : L'(I) x L*(I) —



[0, +00] come

Fh(uhadh) s€ uhadh € ]P)}lw HuhHoo < Ka dh € [07 1]7
Fi(un, dp) =

+00 altrimenti.

In questa tesi studiamo la I'-convergenza dei funzionali j-:h quando h — 0. Per fare
questo, assumiamo che h = o(€,). In particolare, dimostriamo che il I-limite ¢ un’energia
coesiva definita nello spazio BV (I).

Il lavoro di tesi ¢ suddiviso come segue.
Il Capitolo 1 ¢ dedicato ai preliminari, cioé lo spazio BV delle funzioni a variazione
limitata (JAFPO00|) e la I'-convergenza (|B98)).

Nella prima parte del capitolo, studiamo la struttura dello spazio BV (a,b), con (a,b)
intervallo aperto e limitato. Diciamo che una funzione wu, integrabile secondo Lebe-
sgue, ¢ a variazione limitata quando la sua derivata distribuzionale Du ¢ una misura
boreliana, reale e completa, cioé Du € My(a,b). Questo é equivalente alla seguente

condizione sulla variazione di u: V(u, (a,b)) < +oo, dove V (u, (a,b)) = sup { fab ug' dx :

¢ € CHa,b),||¢]] < 1}. In particolare, per una funzione BV vale che V (u, (a,b)) =

|Du|(a,b). A differenza degli spazi di Sobolev, le funzioni a variazione limitata possono
ammettere dei punti di discontinuita: indichiamo con J, 'insieme di tali punti. Inoltre,
lo spazio (BV(a,b),|| - ||Bv(ap), dove |[ullpvay = ||ullLiap) + [|Dul|ryap) per ogni
u € BV(a,b), ¢ uno spazio di Banach. Diciamo che u,, € BV(a,b) converge debol-
mente* a v € BV (a,b) quando u, — u in L'(a,b) e Du, — Du in My(a,b). Per il
Teorema di compattezza, ogni successione u, limitata in BV (a,b) ammette una sot-

tosuccessione debolmente* convergente. Definiamo la variazione puntuale pV (u, (a,b))
n—1

come pV (u, (a,b)) = sup{zm(tiﬂ) —u(t;)]: n>2 a<tp<..<t,< b}.

Per il Teorema di Decomposgzione di Jordan, una funzione ha variazione puntuale finita
se e solo se si puo rappresentare come differenza di due funzioni monotone crescenti e
limitate. Lo spazio BV (a,b) gode anche della seguente proprieta: per ogni funzione u
a variazione limitata, esiste un “buon rappresentante”, cioé una funzione v € BV (a,b)
tale che u = v q.o. in (a,b), V(u, (a,b)) = pV (v, (a,b)), v & continua in (a,b) \ J, e v &
derivabile q.o. in (a,b), dove la derivata q.o. v’ rappresenta la densita di Du rispetto
alla misura di Lebesgue £'. In particolare, esistono un rappresentante di v continuo da
destra e un rappresentante di u continuo da sinistra. Identifichiamo sempre una funzione
a variazione limitata con un suo buon rappresentante. La derivata distribuzionale Du si
decompone in modo unico come Du = v'dz+ Du+)_ ; [u(x)]d,, dove Du & la parte
cantoriana di Du e [u(z)] := u(z™) — u(z™). In base a questa decomposizione, definia-
mo lo spazio SBV (a,b) delle funzioni speciali a variazione limitata, cio¢ lo spazio delle
funzioni u € BV (a,b) tali che D = 0. Infine, enunciamo il risultato di compattezza in
SBV (a,b): sia u, € SBV (a,b) tale che:

e u, ¢ limitata in BV (a,b);



e u, ¢ equi-integrabile;
e csiste ¥ : [0, +00) — [0, +o0] tale che lim, o+ @ =+ooesup, > ; ¥(|[u.]]) <
+00;
allora, esiste una sottosuccessione u,, ed esiste v € SBV(a,b) tale che u,, — u in
L'(a,b), ul, = ' in My(a,b) e Diu,, = Diu in My(a,b).
Nella seconda parte del capitolo, definiamo la I'-convergenza per funzionali definiti in

uno spazio metrico X. Dati F,, F : X — [—00, 00|, diciamo che F), T-converge a F
quando per ogni u € X valgono le seguenti proprieta:

1) (disuguaglianza del liminf) per ogni w, € X tale che u, — u in X, F(u) <
liminf, F,(u,);

2) (recovery sequence) esiste u, € X tale che u,, — u in X e F(u) > limsup,, F},(uy,).
In particolare, F,, I'-converge a F' se e solo se per ogni v € X, F'(u) = I-limsup,, F,(u) =
[-liminf,, F,,(u), dove I'-lim sup,, F}, e [-lim inf,, F}, sono funzionali semicontinui inferior-
mente, definiti come

[-liminf F,,(u) = inf { liminf £, (u,) : u, € X, u, — u} per ogni u € X,

[-limsup F,,(u) = inf { limsup F, (uy) : up, € X, u, — u}, per ogni u € X.

Inoltre, dimostriamo il Teorema Fondamentale della I'-convergenza ed altre proprieta,
come il Teorema di Compattezza della I'-convergenza in spazi metrici separabili e la
Proprieta di Urysohn.

Teorema (Teorema fondamentale della I'-convergenza): Sia (X, d) uno spazio
metrico. Siano F,, F : X — R tali che F,, I'-converge ad F' per n — oo ed esiste K C X
compatto tale che

inf F,, =inf F,, per ogni n € N.
X K

Allora, esiste miny F' e

min ' = liminf F},.
X n X

Inoltre, se u, € X & una successione convergente e tale che lim,, F,(u,) = lim,, infx F,,
allora u, converge ad un punto di minimo di F.

Concludiamo il primo capitolo con la dimostrazione del risultato di approssimazione
di Ambrosio-Tortorelli, che studia la I'-convergenza, per ¢ — 07, di funzionali F, :
LY(I) x LY(I) — [0, +oc], definiti come

1
F.(u,v) = %/Iz/z(v)|u’|2dx + %/IEV(U) +elPdr seu,v € HY(I), 0 <v <1,

e F.(u,v) = +o0o altrimenti, dove V : [0,1] — [0, +00) ¢ una funzione continua che si
annulla solo nel punto 0 e ¢ : [0,1] — [0, +00) ¢ una funzione decrescente, semicontinua



inferiormente e tale che ¥(0) = 1, (1) = 0 e ¢(¢) > 0 per ogni ¢t # 1. Il I-limite di tali
F. ¢ Venergia fragile ' : L'(I) x L*(I) — [0, +00], definita come

Flu,v) = /1 |u/|? dz + 2G.cy#J, seu € SBV(I), v=0q.o. in I,

e F(u,v) = +oo altrimenti, dove ¢y = fol V'V (s)ds.

Il Capitolo 2 ¢ dedicato alla dimostrazione del risultato principale della tesi:
Teorema: Sia a : [0,1] — [0, 1] una funzione lipschitziana e decrescente tale che a(0) =
1, a(l) =0 ea(z) >0 per ogni x # 1. Sia ¢ : R — [0,+00) l'estensione pari della
funzione ¢, : [0, +00) — [0, +00), dove

¢q(s) = min {a(z)acs + G2, 2z €0, 1]} per s > 0.

Allora, la funzione ¢, é concava, ¢p(0) =0 e tale che

lim 9(s) =o0. e lim ¢(s) =G,

s—0t S s—+o00

Inoltre, sia I un intervallo aperto e limitato e siano Fy, : LYI) x LY(I) — [0, +oc]
definiti come

( 1
/ [y, an(dy)) do + S / E—d;zl + ep|d) | do se up, d, € P},
I h

I
Filup, dy) = unl|oo < K, dy €0,1],

00 altrove,

dove h = o(ey) e

1 2 o

sEps se |s| <rge
flsir) =17 2 o2 o

rocls| —rigg se |s| > re,

1
()@ = 1o / a(dn(t) dt, sex € eneTh

Sia F : LMI) x LYI) — [0,40c] definito come

F(u) seu € BV(I), d=0 q.o. in I, ||ul|le <K

+00 altrove,

f(u,d):{



dove

Flu) = / 1) de + ol Doul(D) + 3 6(Iul).

Allora, Fi I'-converge ad F per h — 0.

La dimostrazione del teorema ¢ suddivisa in due parti principali: la disuguaglianza del I'-
lim sup e la disuguaglianza del I'-lim inf. Nello specifico, generalizziamo le dimostrazioni
svolte in [MNVD26|:

e modificando la definizione del funzionale energia discreta F};
e rimuovendo il vincolo di non compenetrazione per la variabile spostamento w;
e considerando una mesh non-uniforme, una generica funzione di degradazione a
lipschitziana e decrescente e una densita di energia f pari.
Per la disuguaglianza del lim sup utilizziamo il seguente risultato di densita in BV (1):

Proposizione: Sia u € BV(I). Allora, esiste una successione u, € U = {v €
SBV(I)NW2>(I\ J,): #J, < +oo} tale che u, — w in L*(I) e

lim sup F(ug) < F(u).
k
Inoltre, per la disuguaglianza del liminf, utilizziamo alcune proprieta della densita di

energia f (Proposizione|2.2.2 e Proposizione e introduciamo il funzionale ausiliario
G : L'(I) — [0, +o0], definito da

G(u) = /If(u',l)dx+ qu([[u]]) se u € SBV(I),

e G(u) = oo altrimenti. In particolare, dimostriamo che il suo inviluppo semicontinuo
inferiore G = F (Proposizione [2.3.1), ciog,

C;(u):]:(u):/lf(u’,l)d$+ o.|Dul(I) + Zcﬁ([[u]]) se u € BV (I),

e G(u) = F(u) = +oo altrove. La formula generale di G (2.25) ¢ stata dimostrata in
IBBBF96|. Concludiamo la tesi con alcuni esempi di energie coesive alle quali si puo

applicare il risultato principale di I'-convergenza, tra le quali rientra ’energia coesiva di
Dugdale.
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Capitolo 1

Preliminari

Nel primo capitolo introduciamo i prerequisiti che verranno utilizzati nel seguito: lo spa-
zio BV delle funzioni a variazione limitata e la I'-convergenza. In particolare, studiamo
la struttura dello spazio delle funzioni a variazione limitata in una dimensione.

1.1 Funzioni a variazione limitata

Siano a,b € R, con a < b. Consideriamo 'intervallo (a,b) ed indichiamo con My(a,b)
I'insieme delle misure u : My(a,b) — R boreliane, reali e complete su (a,b). Definiamo
lo spazio BV (a,b) delle funzioni a variazione limitata.

Definizione 1.1.1. Sia u € L'(a,b). Diciamo che u ¢ una funzione a variazione limitata
se la sua derivata distribuzionale Du € My(a,b), cioé

b b
/gbdDu:—/ up' de V¢ € D(a,b).

Osserviamo che la definizione precedente vale anche per ogni ¢ € C(a, b), grazie ad
un argomento di densita. Inoltre, lo spazio di Sobolev Wh!(a,b) C BV (a,b). Infatti, se
u € Whl(a,b) allora Du = ' € L'(a,b) — My(a,b), associando ad ' la misura u'L'.
D’altra parte, la funzione H di Heaviside ¢ una funzione a variazione limitata su (—1,1)
(ad esempio) che non appartiene a Wh1(—1,1), in quanto la sua derivata distribuzionale
¢ la delta di Dirac §y concentrata in zero. Diamo il concetto di variazione di una funzione
e qualche sua proprieta.

Definizione 1.1.2. Sia u € L}, (a,b). La variazione V (u, (a,b)) di u in (a,b) & definita
come

b
Vi (@) =sup{ [(wde: o€ Clab). ollx <1}.

Osservazione 1.1.1. 1) La mappa u — V' (u, ((a, b)) ¢ semicontinua inferiormente rispetto
alla topologia di Lj,., cioé se u, — w in L}, i.e. u, — u in L'(K) per ogni K

loc

12



compatto di (a,b), allora

V(u, (a,b)) < limninf V(up, (a,b)).

Infatti, per ogni ¢ € Cl(a,b), la mappa v f; v¢' dr é continua rispetto alla topologia
di L} (a,b): se v, — v in L} (a,b) allora v,, — v in L*(supp(¢)) e quindi

loc loc

b b
/ V¢ dz = / U@ do — v dor = / ve' dx.
a supp(¢) supp(e) a

Da questo segue che V (-, (a,b)) & semicontinua inferiormente rispetto alla topologia di

L; .(a,b). Infatti, per ogni ¢ ammissibile nella definizione di variazione, si ha che

b b
/ u¢' dz = 1im/ u, ¢ dr < liminf V (u,, (a,b)),
da cui, passando al sup sulle ¢ € C!(a, b) tali che ||¢|| < 1, si ottiene la tesi.

2) Se u,v € L}, .(a,b) e u = v g.o. in (a,b) allora V(u, (a,b)) = V (v, (a,b)).

loc

Proposizione 1.1.1. Sia v € L'(a,b). Allora, u € BV (a,b) se e solo se V(u,(a,b)) <
oo. Inoltre, in questo caso, si ha che V (u, (a,b)) = |Dul(a,b) e la mappa u— V (u, (a,b))
¢ semicontinua inferiormente rispetto alla topologia di L},

loc*

Dimostrazione. Sia u € BV (a,b). Per ogni ¢ € Cl(a,b), ||¢||cc < 1 si ha che

b b
/ udf da = — / 6dDu < |6l Dul(a,b) < |Dul(a,b),

quindi V (u, (a,b)) < |Dul(a,b) < co. Viceversa, sia u € L'(a,b) tale che V(u, (a,b)) <
oo. La mappa

b
L: ¢€C§l—>/u¢'dx

definisce un funzionale lineare e continuo su (Cl(a,b),|| - ||). Infatti,

b
sup / u¢' dz =V (u, (a,b)) < .
peCl(ab), v a

llloo<1

Per il Teorema di Hahn-Banach, esiste un’estensione lineare e continua L : Cy(a,b) — R
di L tale che ||L||(cy(ap)y = V(u, (a,b)). Osserviamo che tale estensione ¢ anche unica
per la densita di C!(a, b) in Cy(a, b) rispetto alla norma infinito. Per il Teorema di Riesz

13



di rappresentazione del duale di Cy(a, b), esiste un’unica misura p € My(a,b) tale che

b
L(¢) = / odi Yo € Cola,d)

e [|Llle; = il meapy = |1tl(a, b). Infine, poiche L & estensione di L, per ogni ¢ € C(a, b)

si ha che
b b
/ odu :/ ug’ dx

da cui otteniamo che Du = —u € My(a,b), cioé u € BV (a,b). O

Osservazione 1.1.2. Dalla Proposizione precedente otteniamo la seguente proprieta. Sia-
no u € L'(a,b) e u, € L}, (a,b) tale che sup,, V (u,, (a,b)) < 0o e u, — w in L}, (a,b),
allora v € BV (a,b).

Definizione 1.1.3. Sia u € BV (a,b), la norma BV (a,b) di u ¢ definita come

b
lullBvas) = llullLi@p + [[Dul|myap) = / ju dz + [Dul(a, b).

Dimostriamo che lo spazio BV (a,b) dotato della norma || - ||y (ap) € uno spazio di
Banach. Consideriamo 1'operatore lineare

% :BV(a,b) — L'Ya,b) x My(a,b)
u — (u,Du),

dove, per ogni (u, p) € L'(a,b) x My(a,b) definiamo

[, )22 @by Moy = lul| 22y + |l Mty (a)-
Per T'operatore .Z valgono le seguenti proprietéa:

e Z ¢ iniettivo. Infatti, per ogni u,v € BV (a,b) tali che Z(u) = £ (v) si ha, in
particolare, che u = v in L'(a,b), cioé che u = v q.0. in (a,b).

e % mnon ¢ suriettivo. Consideriamo (f,£') € L'(a,b) x My(a,b), dove f ¢ la
funzione tale che f(z) = 1 per ogni z € (a,b) ed £' ¢ la misura di Lebesgue
unidimensionale. Allora, non esiste alcuna u € BV (a,b) tale che Z(u) = (f, L").
Infatti, se per assurdo esistesse una tale u € BV (a,b), allora u = f e quindi Du
sarebbe la misura nulla, che & diversa da £'. Quindi .Z(u) # (f,£'), da cui

otteniamo ’assurdo.

e < & un’isometria tra BV (a,b) ed £ (BV (a,b)). Infatti per ogni u € BV (a, b) si ha
che [|-Z(u)l|1@pyxmp(an) = |1 D)l L1 xrmty@py = [l + [[Dullamyae) =
[lullBv(ap):

14



o Z(BV(a,b)) ¢ un sottospazio fortemente chiuso di L'(a,b) x My(a,b), cioé per
ogni successione (uy,, Du,) € £ (BV (a,b)) e per ogni (u, ) € L'(a,b) x My(a,b)
tali che

(Un, Dup) — (u, 1) in L'(a,b) x My(a,b), (1.1)

si ha che (u,u) € Z(BV(a,b)), ovvero che u € BV (a,b) e p = Du. Infatti, per
definizione della norma || - {1 (a,6)x My (a,b)» da abbiamo che u,, — u in L*(a, b)
e Du, — p in My(a,b). Grazie a queste convergenze, possiamo passare al limite
per n — oo nella seguente uguaglianza

b b
/ungb’dx:—/ ¢pdDu, V¢ e CZ(a,b)

ed otteniamo che

/abugzﬁ/dx = —/ab(éd,u Vo € C(a,b),

cioe che Du = p.

Inoltre, osserviamo che lo spazio (L' (a, b) x My(a,b), || - || 11 (a,b) x My(a,p)) € UNO Spazio
di Banach. Da questo, otteniamo che (BV(a,b),|| - ||pv(p) € uno spazio di Banach.
Infatti, BV (a,b) ¢ isometricamente isomorfo ad .Z(BV (a,b)), che ¢ uno spazio di Ba-
nach, in quanto ¢ un sottospazio chiuso di (L'(a,b) x My(a,b), || - ||L1(ap)x My (ad))-

Introduciamo le definizioni di convergenza debole* e di convergenza stretta in BV (a, b).

Definizione 1.1.4. Siano u, u, € BV (a,b). Diciamo che u,, converge debolmente™ ad
w in BV (a,b) se u, — u in L'(a,b) e Du, — Du in M,(a,b), cioé

b b
/¢dDun—>/ ¢dDu V¢ € Cyla,b).

Proposizione 1.1.2. Siano u,u, € BV (a,b). Allora u, — u in BV (a,b) se e solo se
u, & limitata in BV (a,b) € u, — u in L*(a,b).

Dimostrazione. Siano u,,u € BV/(a,b) tali che sup, ||un||pvap < 00 € u, — u in
L'(a,b). In particolare, la successione Du,, ¢ limitata in My(a, b) e quindi, per il Teorema
di Banach-Alaoglu e la separabilita di Cp(a, b), esistono una sottossuccessione Du,,, ed
una misura p € My(a,b) tali che Du,, — p in My(a,b). Poiché u,, — u in L'(a,b),
possiamo passare al limite nell’'uguaglianza

b b
/ Up, &' dz = —/ ¢dDu,, V¢ e C(a,b)
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ed otteniamo che

/abuqb’dx _ —/abgbdu Vg € C(a,b),

cio¢ che Du = pu. Grazie alla proprieta di Uryshon, concludiamo che tutta la succes-
sione Du, — Du. Il viceversa segue dalla limitatezza di un successione debolmente*
convergente. O

Osservazione 1.1.8. Sia u, € BV(a,b) tale che sup, ||un||pv@p < 00 € u, — u in

L'(a,b), allora u € BV (a,b) e u, — u in BV (a,b). Per dimostrare che u € BV (a,b)
utilizziamo la limitatezza di u, in BV (a,b) e la semicontinuita della variazione.

Teorema 1.1.3. Sia u,, € BV (a,b) una successione limitata in BV (a,b), cioé
sup,, [[tn||Bvap) < +00. Allora, esiste una sottosuccessione uy, ed esiste u € BV (a,b)
tale che

Uy, —u  debolmente* in BV (a,b) per k — +oo.

Definizione 1.1.5. Siano u,u, € BV (a,b). Diciamo che u,, converge strettamente ad
u in BV (a,b) se u, — u in L'(a,b) e |Du,|(a,b) — |Du|(a,b) per n — +o0.

Osserviamo che, grazie alla proposizione precedente, la convergenza stretta di una
successione implica la convergenza debole*. Il viceversa non ¢ vero. Ad esempio, la
successione 1, definita da u,(z) = 222 converge debolmente* in BV (a,b) a 0 ma

non converge strettamente perché |Du,|(0,27) = 4 per ogni n. Inoltre, la funzione
d: BV (a,b) x BV (a,b) — [0,00) definita da

b
du,0) = [ fu= vl do-+[|Dal(a.) - |Dvl(a.b)
a
¢ una distanza che induce la convergenza stretta. Osserviamo che d é una distanza.
Infatti, per ogni u, v,z € BV (a,b) valgono le seguenti proprieta:

e d(u,v) > 0 e d(u,v) = 0 se e solo se u = v. Infatti, se d(u,v) = 0, allora
llu —v||L1(ap) = 0, da cui u = v q.o. in (a,b).

e (simmetria) d(u,v) = d(v,u). Segue dalla simmetria della norma || - [|1(45) € del
modulo | - |.

e (disuguaglianza triangolare) d(u,v) < d(u, z) + d(z,v). Segue dal fatto che

l|lu = v||p1@p) < 1w = 2||L1@e + |12 = vl 21 @b
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| [Dul(a,b) = [Dz[(a, b) + [Dz[(a,b) = |Dv|(a, ) | <
| [Dul(a,b) = |Dz[(a,b) | + | [Dz|(a,b) — [Dvl(a,b) |.

I prossimi risultati sono specifici per funzioni a variazione limitata di una variabile.
In particolare, introduciamo il concetto di variazione puntuale e dimostriamo che nella
classe di £L'-equivalenza di una funzione BV (a, b) esiste un rappresentate con buone pro-
prieta di continuita e di derivabilita, la cui variazione puntuale coincide con la variazione
introdotta precedentemente.

Definizione 1.1.6. Sia u : (a,b) — R, la variazione puntuale pV'(u, (a,b)) di v in (a,b)
é definita come

n—1

pV (u, (a,b)) = sup { Z lu(ticl) —u(t)|: n>2, a<ti<..<t,< b}.

=1

Osservazione 1.1.4. 1) Con lo stesso ragionamento utilizzato per la variazione V (-, (a, b)),
si dimostra che la variazione puntuale pV'(+, (a,b)) é semicontinua inferiormente rispet-
to alla convergenza puntuale, cioé¢ se u,, —> u puntualmente per m — oo, allora
pV (u, (a,b)) < liminf,, pV (um, (a,b)). Infatti, per ogni {¢;}7, tale che a < t; < ... <
t, < b, la funzione

v S Iolti) — (k)

¢ continua rispetto alla convergenza puntuale: se v,, — v puntualmente, allora, in
particolare, v,,(t;) — v(t;) per ogni i = 1,...,n e quindi, usando la continuita della
funzione modulo,

n—1 n—1
Z [V (tit1) — vm(ts)| — Z [v(tiv1) —v(t;)| per m — oo.
i=1 i=1

Da questo segue che pV' (-, (a,b)) é semicontinua inferiormente rispetto alla convergenza
puntuale. Infatti, per ogni {¢;}!" , ammissibile nella definizione di variazione puntuale,
si ha che

n—1 n—1
Z |u(tivr) — u(ty)| = limz [um (tiv1) — um(t;)| < liminf pV (up, (a,b)),
i=1 i=1

da cui, passando al sup su {t;}; tale che a < t; < ... < t, < b, otteniamo la tesi.

2) Se u : (a,b) — R ¢ a variazione puntuale finita, allora u ¢ limitata. Infatti, fissato
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€ (a,b), per ogni = € (a,b) si ha che

()] < Ju(z) —uy)| + |u(y)] < pV(u, (a,b)) + [u(y)].

In particolare, pV (u, (a,b)) + |u(y)| ¢ una costante di limitatezza di u.

3) Se u : (a,b) — R monotona e limitata, allora la sua variazione puntuale é finita
ed, in particolare, pV (u, (a,b)) = |u(b-) — u(a)|. Inoltre, ogni funzione con variazione
puntuale finita si puo rappresentare come differenza di due funzioni crescenti e limitate.
Infatti, vale il seguente teorema di rappresentazione.

Teorema 1.1.4 (Decomposizione di Jordan). Sia u : (a,b) — R, allora u ha va-
riazione puntuale finita se e solo se esistono due funzioni uy,us : (a,b) — R monotone
crescenti e limitate tali che u = u; — uo.

Dimostrazione. Sia u : (a,b) — R tale che pV'(u, (a,b)) < co. Consideriamo le funzioni
uy, Uy @ (a,b) — R definite come

n—1
uy () = sup {u(tl) + Z(u(ti+1) —u(t)": n>2 a<ti<..<t,= x}
i=1
n—1
—sup{z tiv1) (t;)": n>2, a<t1<...<tn:x},

=1

dove, dato y € R poniamo y* = max{y,0} ed y~ = max{—y,0}. Dalla definizione
segue che u; ed uy sono monotone crescenti e, poiché pV(u,(a,b)) < oo, u; ed usg
sono limitate. Osserviamo che per provare quest’ultima proprieta utilizziamo anche il
punto 2 dell’Osservazione [[.1.4. Inoltre, per ogni = € (a,b) e per ogni {¢;}!, tale che
a<t; <..<t,=ux, s ha che

u(t:) +Z 1) = ult))” = D (ultisn) = ult)”

ulty) +Z tiv1) — ulti) = u(x),

da cui otteniamo che u(x) = uj(x) — uz(x), cioé la tesi. Infatti, per ogni = € (a,b)

n—1

up(x) = sup {u(tl) + Z(u(tiﬂ) —ut;)T:n>2 a<t; <. <t,= x}

= sup {u(x) + Z(u(tiﬂ) —u(t))”: n>2, a<t;<..<t,= x}
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Viceversa, se u = u; — ug, con uy ed us monotone crescenti e limitate,
pV(u, (a,b)) < pV(us,(a,b)) +pV (uz, (a,b)) < oo
per il punto 3 dell’Osservazione [1.1.4. n

Definizione 1.1.7. Sia u : (a,b) — R, la variazione essenziale eV (u, (a,b)) di w in (a, b)
¢ definita come

eV (u,(a,b)) = inf {pV(v, (a,b)): u=v L' qo. in (a, b)}

Proposizione 1.1.5. Sia u € L}, .(a,b). Allora, l'inf della definizione precedente é
raggiunto, cioé ¢ un min, ed inoltre eV (u, (a,b)) = V(u, (a,b)).

Dimostrazione. Dimostriamo prima che V' (u, (a, b)) < eV (u, (a,b)), cioé che V (u, (a, b)) <
pV (v, (a,b)) per ogni funzione v tale che v = w q.0. in (a,b). Possiamo supporre che
pV (v, (a,b)) < oco. Per ogni k > 1 consideriamo la funzione vy, definita da

nkl

vg(t) = Z (%)X(:c ok, (1),

=—ng

dove {zF} & una collezione di punti tale che

=—ng

gt =a, 2 =b 0<af, -2 <1k VieZn[-n,+1,n, -2

—ny

k k k k _k
a1 Tb ey € (i, i)

Per tale funzione vy valgono le seguenti proprieta:

e v, —vin Lloc(a, b). Infatti, poiché v = v; — vy con v; e v9 funzioni monotone
crescenti e limitate, per ogni K C (a,b) compatto si ha che

nkl

[ ) = uta |dx—/|v VX at ()] A
i=—ny
N — 1
<y / ©) — o(y)|de
i=—ny Kn(z z z+1
ng—1
<y / for () — o1 ()] + [val) — va(yl)] da
I=—ny Kn(z z z+1
1 1
< 3 |v1<xf+1>—v1<xf>| Y el —w@h)
i:Kﬂ(mf,xf+1]7£@ i:Kﬂ(:Cf,xf+1]7£®

< pV(on, (a,B)) =

1
2 + pV (vq, (a,b)) z — 0 per k — .
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o V(vg, (a,b)) < pV(v,(a,b)). Infatti, per ogni ¢ € Cl(a,b), ||¢||s < 1, ragionando
come nel punto precedente, si ha che

b nk 1
/vm’dx— o(yk /¢>< ot

ng—1 ng—2

= 3 vt = o) = 3T ) — vl
ng—1

< Z ok (1) — ve(yi)| < pV (v, (a,b)).

Per la semicontinuitd inferiore della variazione rispetto alla topologia di L} e le pro-

prieta precedenti, otteniamo che:

loc

V(u, (a,b)) =V (v, (a,b)) < limkian(vk, (a,b)) < pV(v,(a,b)),

da cui abbiamo la prima disuguaglianza. Per dimostrare che eV (u, (a,b)) < V(u, (a, b))
supponiamo, per semplicita, che u € L'(a,b) e che V(u,(a,b)) < oo (il risultato
vale anche per funzioni di L} (a,b)). Grazie alla Proposizione [1.1.1, u € BV/(a,b)
e V(u,(a,b)) = |Dul(a,b). Consideriamo la funzione w : (a,b) — R, definita da
w(t) = Du(( ,1)). La derivata distribuzionale Dw = Du, infatti

“w@)d@de= [ 6@ ([ abu )
/ [om(f )
/(/¢ dx) dDuly /gb ) dDuly

per ogni ¢ € D(a,b), quindi D(u —w) = Du— Du = 0. Da questo otteniamo che esiste
¢ € R tale che

u(t) = c+w(t) = ¢+ Du((a,t)) per q.o. t € (a,b).

Inoltre, per ogni collezione di punti a < t; < ... <t, < b si ha che

n

n—1 -1
S fw(tisn) - |—Z|Du o ti))| < S 1Dul([ti, i) < |Dul(a,b),
i=1 1

1=

quindi
eV (u,(a,b)) < pV(c+w,(a,b)) = pV(w,(a,b)) < V(u, (a,b)),

da cui abbiamo anche la seconda disuguaglianza. Infine, osserviamo w € un elemen-
to nella classe di £! equivalenza di u che realizza Iinf nella definizione di variazione
essenziale. O
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Abbiamo visto che se u € BV (a,b) , allora V(u, (a,b)) = |Dul(a,b) < co. Inoltre,
dalla proposizione precedente, esiste @ : (a,b) — R tale che u =@ q.0. in (a,b) e

pV (u, (a,b)) = eV(u,(a,b)) = V(u, (a,b)).

Chiamiamo “buon rappresentate” di u ogni funzione con questa proprieta. Il prossi-
mo teorema fornisce una caratterizzazione dei buoni rappresentanti di una funzione

BV (a,b).

Teorema 1.1.6 (Buoni rappresentanti). Sia u € BV (a,b). Sia A = {t € (a,b) :
Du({t}) # 0} Uinsieme degli atomi di Du. Allora valgono le sequenti:

1) FEsiste un’unica costante ¢ € R tale che u' ed u", definite da

W(t) = c+ Du((a,)), u'(t) =c+ Du((a,t]), te€ (a,b)

sono buoni rappresentanti di w. u' é continua da sinistra e u” é continua da destra.
Inoltre, @ : (a,b) — R & un buon rappresentante di u se e solo se per ognit € (a,b)

esiste 0, € [0,1] tale che

u(t) = O () + (1 — O)u" (¢). (1.2)

2) Se w : (a,b) — R & un buon rappresentante, u ¢ continuo in (a,b) \ A ed ha
discontinuita di tipo salto in ogni punto di A. In particolare

lim @(s) = a(t_) = u'(t) = w"(t2), T(ty) =u"(t) =ul(ty), te€A.

s—=1~

3) Se : (a,b) — R ¢ un buon rappresentante, u ¢ derivabile L'-q.0. in (a,b) e la
deriwata q.o. di u coincide con la densita di Du rispetto alla misura di Lebesgue

L.

Dimostrazione. 1) Dalla dimostrazione del teorema precedente, abbiamo che u! ¢ un
buon rappresentante di w. Inoltre, u! & continua da sinistra, infatti

lim_[u'(t) —u'(s)| = lim_[Du(fs, )| < lim |Dul([s,t)) =0

s—t—

per la proprieta di continuita di una misura positiva. In modo analogo si dimostra che
anche u” ¢ un buon rappresentante e che u” é continua da destra. Dimostriamo che se
w: (a,b) — R soddisfa , allora w ¢ un buon rappresentante di u. Per una tale u e per
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ogni {t;}1, tali che a < t; < ... < t, < b, si ha che
n—1
Z [w(tisa) — ulti)]
= Z |9tz+1 tis1) + (1= b, )u" (1) — Oru () — (1= 6, )u" (t)]
= Z (1 t+1 tiga) + 05, 0" (tigr) — (1 — 01 )0 (8:) — 0, 0" (&)

< Z o 1) = 0 8]+ 3 ) = o )]+ 3 ) = w ()

Per definizione, u!(t;y1) — ul(t;) = Du([ts,t;11)) ed u™(t) — ul(t) = Du({t}), quindi,
passando al sup su tutte le collezioni di punti, otteniamo che

pV (u, (a,b)) < |Dul(a,b) + 2|Du|(A) < co.

Questo ci dice che u ¢ differenza di funzioni monotone e, quindi, ammette i limiti destro
e sinistro in ogni punto di (a,b). In particolare, vale che

u(t-) =u'(t-) =u'(t), ults)=u'(ts) =v'(t), V€ (a,b),

da cui i punti di continuita di @ coincidono con I'insieme (a, b) \ A. Grazie alla seguente
proposizione :

Proposizione 1.1.7. Sia @ : (a,b) — R una funzione con variazione puntuale finita,
allora pV (@, (a, b)) & uguale a

sup ultie1) —ult;)|: n =2, a <t <..<t, <0 puntr ar continuita
{Z\(u) (t:)] > 2 t tn < b punti di conti 't‘}

se e solo se u soddisfa|1.2

possiamo ripetere la stima precedente con {t;}?, punti di continuita di @ e quindi
concludiamo che pV (%, (a,b)) < |Dul(a,b) = V(u, (a,b)) = eV (u,(a,b)), cioe, che u ¢&
un buon rappresentante.

Viceversa, dimostriamo che ogni buon rappresentante @ soddisfa Consideriamo

la funzione degli intervalli pV'(w,-) : J C (a,b) — pV (@, J) e le sue seguenti proprieta
(che si provano direttamente dalla definizione di variazione puntuale):

e (inner regularity) pV (@, J) = sup {pV(E, J): J ccC J},
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e (superadditivitd) Se J D |UJ;_, Ji, JiNJy =0 quando i # k, allora

pv (@, J) = > pV(u,.Jy).

i=1

Grazie a queste proprieta, riusciamo a dimostrare che w ¢ un buon rappresentante su
ogni intervallo (¢, d) C (a,b), cioé che pV (u, (¢,d)) < V(u, (¢,d)). Infatti, poiche A ¢ al
pitt numerabile e V(w,-) ¢ inner regular, possiamo supporre che che ¢,d ¢ A. Allora,
vale che

pV (1, (c,d)) < pV(@, (a,b)) — pV(u, (a,c)) — pV (1, (c,d))
< pV(u, (a,0)) — |Dul(a, ¢) — [Dul(d, )
< |Dul(a,b) — [Dul(a, ) — [Dul(d, b) = [Du|((c, d)).
(nella prima disuguaglianza abbiamo usato la superadditivita; nella seconda disguaglian-
za, grazie alla proposizione precedente, abbiamo usato che |Dul(c,d) = V(u,(¢,d)) =
eV (u, (c,d)) < pV (3, (c,d))).
Poiché @ ¢ un buon rappresentante di u, w ha variazione puntuale finita, quindi si puo
rappresentare come differenza di due funzioni monotone crescenti. Da questo fatto, ri-
cordando che u! ed u” sono continue da sinistra e da destra rispettivamente, seguono le
seguenti uguaglianze:

t t

1 1

u(t_) = lim = u(s)ds = lim = Hs)ds = ul(t), t b 1.

u(t_) Jim HU(S) s = lim — HU(S) s=u'(t), te/(a,b), (1.3)
t+r 1 t+r

u(ty) = lim = u(s)ds = lim = "(s)ds = u"(t), t b). 1.4

u(ty) i t u(s)ds i t u'(s)ds =u"(t), te€(a,b) (1.4)

Sia t € (a,b). Passando al limite per r — 0% in
it — ) —a(t)| + [a(t) — a(t +r)| < pV (@, (t —r,t + 7)) = | Dul(t — 7.t +7)
otteniamo che
[ (t) = a(t)] + [a(t) — " ()] < |Du|({t}) = [u'(t) — u'(1)].

Poiche, per disuguaglianza triangolare, vale anche la disuguaglianza opposta, si ha
lul(t) —u(t)] + [u(t) —u"(t))| = |u'(t) — u"(t)| e da questa otteniamo [1.2]

2) Segue dai calcoli fatti nel punto 1).

3) Per Teorema di Radon-Nikodym applicato a Du, esistono f € L'(a,b) e D*u misura
singolare rispetto ad £! tali che Du = f£! + D*u.

Dimostriamo che u! & derivabile in ogni punto di Lebesgue di f (cio¢, t € (a,b) tale
che lim, o+ + tt_+: |f(s) — f(t)|ds = 0) tale che |Du|((t — r,t + 1)) = o(r). Poiche

f € L'(a,b), qo. t € (a,b) ¢ un punto di Lebesgue di f; Inoltre, per £L'-q.0. t € (a,b),
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dal Teorema di Derivazione di Besicovitch applicato a |D%u| rispetto ad £, vale che

Dol (t — Dol (t —
Ozlim‘ ul(t —r,t+7) :lim’ ul(t r,t—i—r)'
r—0 LYt —rt+7T) r—0 2r

Quindi per q.o. t € (a,b) vale la proprieta richiesta. Chiamiamo F l'insieme di tali
punti ed osserviamo che A ¢ F. Per ogni t € F

ul(t 4+ 1) — ul(t) Du([t,t + 1))

N () = i = i
(w)i(t) = lim . Jim ;
1 D3
_ g L) e DY) ).
r—0t r r—0t r

Analogamente si dimostra che per ogni ¢ € F si ha che (u')’ (t) = f(t). Da questo segue
la derivabilita in F di ogni buon rappresentante . O

Dimostrazione (Proposizione|1.1.7). Sia u : (a,b) — R una funzione con variazione
puntuale finita e che soddisfa Indichiamo con pV,(u, (a, b)) la quantita

n—1

sup w(tipr) —u(t;)]: n>2, a<t; <..<t,<b puntidicontinuita
> lultiy
i=1

e dimostriamo che pV'(u, (a,b)) < pV.(u, (a,b)). Nel Teorema|l.1.6, abbiamo dimostrato
che una tale u soddisfa

u(t_) =u'(t) e wu(ty)=u"(t) Vte (a,b), (1.5)

e che, quindi, i punti di continuita di v coincidono con Uinsieme (a,b) \ A. Sia {t;}},
una collezione di punti ammissibile nella definizione di pV(u, (a,b)) e supponiamo che
esista j € {1,...,n} tale che ¢; ¢ un punto di discontinuita di u. Possiamo supporre che
j # 1,n e che un tale j sia unico. Infatti, se {¢;}!_; contiene piu punti di discontinuita
di u, possiamo ripetere il ragionamento seguente per ogni punto di discontinuita.

Sia € > 0. Da , esistono sy, sy € (a,b) tali che t;_1 < s1 <t; < s2<tjy1 €

() —uls)| <o [ur(t;) — ulse)| <.

In particolare, osserviamo che possiamo scegliere sq, so punti di continuita di u. Valgono
le seguenti disugualianze:

[u(ty) = uty—1)| = |00’ (1) + (1 — O )u" (85) — (B ulty—1) + (1 = 6 )u(t; 1))
< O, [ () = ulty1)| + (1= 64) Ju" () — ult;1)]
< Oy, (' (t5) = uls1)| + |u(sr) = u(t;1)])
+ (1= 0) (lu"(t;) — uls2)] + [uls2) — uls1)| + |u(s1) — u(tj-1)])
=lu(s1) —u(tj-1)| + (1 = 0y,) [u(s2) — u(s1)| + ¢,

24



ultyn) = ulty)| = |0,u' (1) + (1= 0,)u" (1) — Brutipn) + (1= 0, )ulty))]
< Oy, Ju'(ty) — ultion)| + (1= 0,,) |[u"(t;) — ultj1)]
< O, (' (t5) = ulsr)| + lulsr) — uls2)| + |u(s2) — ult;yr)])
+ (L= 0) (lu"(t;) — u(s2)| + [u(s2) — u(tjt1)])
)

= |u(tj1) — ulse)| + 04, lu(se) —u(s1)| +e.

Allora,
n—1 n—1
D lulti) —u(t)] < |u(tivr) —ults)| + [u(sy) — u(tj-1)|
i=1 i=1

+ lu(s2) — wlsn)| + Julty 1) — u(sa)] + 2=

Poiche la collezioni di punti @ < #; < ... < tj1 < sl <82 <tj5 < ...<t, <be
costituita da soli punti di continuita di u, abbiamo che

Z lu(ticr) —u(t;)| < pVe(u, (a,b)) + 2 Ve > 0.

Quindi, fissata {¢;}!' ; ammissibile nella definizione di pV (u, (a, b)) si ha che

Z lu(tizh) —u(t;)| < pVe(u, (a,b)),

da cui, passando al sup su {t;} ;, abbiamo che pV'(u, (a,b)) < pV.(u, (a,b)). Per defi-
nizione, pV,(u, (a,b)) < pV(u,(a,b)), quindi otteniamo la tesi. Il viceversa si dimostra
come nella seconda parte della dimostrazione del Teorema |1.1.6. O

Osservazione 1.1.5. 11 Teorema [I.1.6 puo essere applicato alle funzioni monotone cre-
scenti e limitate. Infatti, con conti analoghi a quelli fatti nella dimostrazione (primo
punto, seconda implicazione, |1.3)) riusciamo a dimostrare che ogni funzione monoto-
na € un buon rappresentante della sua classe di equivalenza. In particolare, i punti di
discontinuita di u coincidono gli atomi di Du. Da questo, abbiamo il seguente corollario.

Corollario 1.1.8. Sia u : (a,b) — R una funzione monotona. Allora u é derivabile q.o.

n (a,b) e
u(b —ua+|>/|u Wi+ 3 Jults) — u(t ),

tely

dove I, e linsieme dei punti di discontinuita di u.
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Osservazione 1.1.6 (Decomposizione della derivata distribuzionale). Sia u € BV (a,b) e
sia Du € M,(a,b) la sua derivata distribuzionale. Vale che

Du = D+ D’u + Du, (1.6)

con D% assolutamente continua rispetto ad £, D’u la parte puramente atomica di Du
(“yump part”) e Du singolare rispetto ad L' e senza atomi (“parte cantoriana”) . Infatti,
grazie al Teorema di Radon-Nikodym, esistono f € L'(a,b) e D*u una misura singolare
rispetto ad £! tale che

Du = fL' + D*u = D% + D*u.

Inoltre, dal Teorema [1.1.6, abbiamo che f = @', dove u ¢ un buon rappresentante di u.
Dato A l'insieme degli atomi di Du, possiamo definire

D'u= D*uLA, D = D*uL((a,b)\ A),

dove D*uLA(B) = D*u(A N B). La decomposizione ¢ unica e, poiché D%, D'u e Du
sono mutuamente singolari,

|Du| = | Dl + | D?u| + | Dul.

Dal Teorema di Derivazione di Besicovitch, vale anche che D*u = DuLS, dove

S:{xe(a,b) : lim [Dul((z =z + 1)) :oo},

r—0t T

quindi possiamo definire D%u, D’u e Du come

D% = Du((a,b) \ S),
D’y = D*uLA = DuLA, D= D*u_((a,b) \ A) = Du(S\ A).

Diciamo che u € BV (a,b) ¢ una funzione di salto se Du = D’u e che u ¢ una funzione
cantoriana se Du = D“u.

Il seguente teorema fornisce una decomposizione tipica delle funzioni BV (a,b).

Teorema 1.1.9. Sia u € BV (a,b), allora u si puo rappresentare come
u=u"+u + u, (1.7)

dove u® € Whl(a,b), w/ & una funzione di salto ed u® é una funzione di Cantor. u®, u’
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ed u® sono uniche a meno di costante. Inoltre,
| Dul((a,0)) = [Du?|((a, b)) +|Dv’|((a, b)) + [Duc|((a, b)) = . ..

. / ()] di+ S () —a(t-)| + |Dufl((a,b),

teA
dove @ : (a,b) — R & un buon rappresentante di w.

Teorema 1.1.10 (Chain Rule). Siano v € BV (a,b) e ¢ : R — R una funzione
lipschitziana, allora

o(u) € BV(a,b) e |Do(u)| < Lip(¢p)|Dul.
Inoltre, se ¢ € C1(R) N Lip(R), allora
D(u) = ¢'(W)(D*u + D) + Y _($(u(ty)) — d(u(t-)))é, (1.8)
teA

dove u ¢ un buon rappresentante di u, A & linsieme degli atomi di Du e d; ¢ la delta di
Dirac concentrata in t.

Osservazione 1.1.7. 1 risultati e le definizioni introdotti fino alla Definizione [1.1.5 val-
gono, con le opportune modifiche, anche nel caso di funzioni a variazioni limitata su
Q Cc RY aperto. Riportiamo le definizioni di funzione a variazione limitata e di variazione
per funzioni scalari di piu variabili.

Definizione 1.1.8. Sia u € L'(2). Diciamo che u ¢ una funzione a variazione limitata
su 2 se la sua derivata distribuzionale i-esima D;u € M;(£2) per ogni i = 1,..., N, cioé

/ua¢ dx:—/¢dDiu Vo € D(?), Vi=1,..,N.
o Oz Q

In questo caso indichiamo con V(u) = Du = (Dyu, ..., Dx(u)) € My (2, RY).

Definizione 1.1.9. Sia u € L} (), la variazione V (u, ) di u in Q & definita come

loc

V(u,Q):sup{/QudiV((b)dx: ¢ € CHQ,RY), \|¢|]OO§1}.

Osservazione 1.1.8 (Sezioni 1-dimensionali di una funzione BV). Lo studio della spazio
BV (a,b) é fondamentale perché molte proprieta delle funzioni BV (€2) possono essere
recuperate dalle loro restrizioni lungo sezioni unidimensionali. Questo ¢ utile per ridur-
re problemi in un dominio N-dimensionale a problemi in un dominio 1-dimensionale.

Introduciamo allora le sezioni.
Siano £ € SV e Il = {y € RY : (y,£) = 0} liperpiano ortogonale a £. Sia E C RY,
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per ogni y € Il¢ consideriamo l'insieme
={teR: y+t{ecE} CR.
Data v : @ — R, consideriamo la funzione ug¢, : Q¢, — R tale che

Ug y(t) = uly + t8).

Si dimostra che se u € BV (), allora ug, € BV (Q¢,) per HY 1-qo. y € Il e

(Du(B), &) = | Dugy(Be,) dHN " (y),

I
da cui abbiamo il seguente teorema.

Teorema 1.1.11. Siano u € BV () e £ € SN, allora

(D*u(B),&) = | Dtugy(Be,) dH" ' (y),

I¢

dove k = a, j, c.

Definiamo la spazio SBV (a,b) delle funzioni speciali a variazione limitata in una
dimensione.

Definizione 1.1.10. Siau € L'(a, b). Diciamo che u ¢ una funzione speciale a variazione
limitata se

u € BV(a,b) e D=0,

dove Du é la parte cantoriana di Du.

Osservazione 1.1.9. Dalla definizione abbiamo che u € SBV(a,b) se e solo se u €
BV (a,b) e

Du-u'ﬁl—i—z u(ty) —u(t_))d,
teA

dove @ & un buon rappresentante di u e A € l'insieme degli atomi di Du. Infatti,
dall’Osservazione [1.1.6, se u € BV (a, b)

Du = D% + D’u + D
=L+ (a(ts) —a(t-))d, + Dou.

teA
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Teorema 1.1.12 (Teorema di compattezza in SBV'). Sia u, € SBV(a,b) una suc-
cessione di funzioni speciali a variazione limitata tale che valgono le sequenti proprieta:

1) w, & limitata in BV (a,b), cioé

Sup |[tn| | By (ap) < +00,
n

2) la successione ul,, dove u, é un buon rappresentante di u,, ¢ equi-integrabile, cioé

Ve>0 36>0: /|ﬂ;(s)|ds<e Vne VB C (a,b) : LY(B) <6,
B

3) esiste una funzione 1 : [0,4+00) — [0, +00] tale che limy; o+ @ =400 e

sup 3 (faa(t) — (1)) ) < +o0,

" tea,
dove A, ¢ linsieme degli atomi di Du,,.
Allora, esiste una sottosuccessione u,, ed esiste w € SBV (a,b) tale che
Un, —u perk — oo in L'(a,b).
Inoltre, vale che

D"u,, = D" debolmente * in My(a,b) e
Diu,, = Diu  debolmente * in My(a,b).

Osservazione 1.1.10. Nel seguito identificheremo una funzione v € BV (a,b) con un suo
buon rappresentante.

1.2 T'-convergenza

Sia (X, d) uno spazio metrico. Introduciamo la definizione di I'-convergenza e dimo-
striamo alcune delle sue proprieta.

Definizione 1.2.1. Siano F,,, F': X — [—o00, +00]. Diciamo che F,, I'-converge ad F se
per ogni u € X valgono le seguenti proprieta:

1) (disuguaglianza del lim inf) per ogni u, € X tale che w, converge ad u in X

F(u) < limninf Fo(uy); (1.9)

2) (recovery sequence) esiste u, € X tale che u, converge ad v in X e

F(u) > limsup F,(u,), (1.10)

n
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oppure, equivalentemente,

F(u) = lim F,,(u,). (1.11)
La funzione F' ¢ detta I-limite di F), (rispetto a d) e scriviamo F' = I'-lim,, F,,.

Osservazione 1.2.1. Dalla definizione precedente segue che se F), I'-converge ad F', allora
ogni sua sottosuccessione F,, I'-converge ad I’ per k — oo. Infatti, per ogni v € X
valgono la disuguaglianza del lim inf e ’esistenza di una recovery sequence:

e Sia u;, € X tale che u, — u in X per k — oo. Definiamo la successione u,, come

Uy, se esiste k£ € N tale che n = ny,
U, =
K u altrimenti,

ed osserviamo che u, — u in X. Allora, da (1.9) e dal fatto che u; ¢ una
sottosuccessione di u,,, abbiamo che

F(u) < liminf F,,(u,) < limkinf F,, (ug),

cio¢ la disuguaglianza del lim inf.

e Sia u, € X una recovery sequence (di u) per F,, allora u,, ¢ una recovery sequence
per F),, . Infatti, u,, — v in X e

F(u) > limsup F,(u,) > limsup F,, (uy, ).
n k

Osservazione 1.2.2 (Stabilita sotto perturbazioni continue). Un’ulteriore conseguenza
della definizione di I'-convergenza ¢é la seguente proprieta: se F,, I'-converge ad F' e
G : X — R ¢ una funzione continua, allora F, + G L rta per n — 0o. Dimostria-
mo che per ogni u € X vale la disuguaglianza del lim inf ed esiste un recovery sequence.
Sia u,, € X una successione convergente ad v in X. Da e dalla continuita di G,
otteniamo che

F(u) + G(u) < liminf F,(u,) + lim G(u,) = iminf(F,, + G)(uy,).

Inoltre, se u,, una recovery sequence per F),, allora u, ¢ una recovery sequence anche
per F, + G. Infatti,

F(u) + G(u) > limsup F,(u,) + lim G(u,,) = limsup(F,, + G)(uy).

n n

Il seguente teorema dimostra l’esistenza di punti di minimo del I'-limite F' di una
successione di funzioni F), equidebolmente coercive. Inoltre, in questo caso, il valore
minimo di F' & caratterizzato come limite della successione inf x F,,.
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Teorema 1.2.1 (Teorema fondamentale della I'-convergenza). Sia (X,d) uno
spazio metrico. Siano F,, F : X — R tali che F,, I'-converge ad F' per n — oo ed esiste
K C X compatto tale che

inf F,, =inf F,, per ogni n € N.
X K

Allora, esiste miny F' e

min F' = liminf F},. (1.12)
X X

n

Inoltre, se u, € X & una successione convergente e tale che lim,, F,(u,) = lim,, infx F,,
allora u, converge ad un punto di minimo di F'.

Dimostrazione. Consideriamo una successione u,, € K tale che

liminf F,,(u,,) = lim inf i%f E,.

Osserviamo che una tale successione esiste. Infatti, per ogni n tale che infy F), € R,
possiamo definire u,, € K tale che

1
inf F,, = inf F,, < F,,(u,) < inf F,, + —.
K X X n

Se infy F,, = +o00, definiamo u,, € K qualsiasi, mentre se infyx F,, = —oo definiamo
u, € K tale che F,(u,) < —n.

Esiste u,, una sottosuccessione di u,, tale che

lim £, (uy, ) = liminf F},(u,) = lim inf inf F,,.
k n n X
Inoltre, per la compattezza di K, estraendo eventualmente un’ulteriore sottosuccessione,
possiamo supporre anche che esiste u € K tale che

Up, —r u in X per k— oo.
Per 1'Osservazione |1.2.1, F),, L r per k — oo e quindi, dalla disuguaglianza del
liminf, abbiamo che

inf FF < F(u) < liminf F,, (u,,) = liminf inf F,.
X k X

n

Poiche F, F per n — oo, per ogni v € X, da ([1.10]), esiste una recovery sequence
v, € X. Allora,

lim sup i%f F, <limsup F,(v,) < F(v),

n n
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da cui, passando all’inf su v € X, abbiamo che

. . < '
hmnsup 151(f F, < 52)& F(v)

Concludiamo che

inf F < F(u) < liminfinf F,, <limsupinf F, < inf F,
X n X X X

n

da cui otteniamo che F(u) = infx F', cioé che u ¢ un punto di minimo di F’, e miny F =
F(u) = lim, infx F),. Infine, se u,, ¢ una successione convergente e tale che lim,, F},(u,) =
lim,, inf x F},, ripercorrendo i passaggi precedenti dimostriamo che il limite di tale suc-
cessione € un punto di minimo di F. O

Introduciamo le definizioni di I'-limite inferiore e di I'-limite superiore.

Definizione 1.2.2. Sia F,, : X — R e sia v € X. Definiamo il I'-limite inferiore di F,
in u ed il I'-limite superiore di F;, in u come

I-liminf F,(v) = inf { iminf F,(u,) ©  w, € X, u, — u}, (1.13)
I-limsup F,(u) = inf { limsup F,,(u,) :  u, € X, u, — u}. (1.14)

Se I'-liminf,, F,,(u) = I'-limsup,, F,,(u), allora chiamiamo tale valore comune I'-limite
di F), in u e scriviamo I'-lim,, F},(u).

Osservazione 1.2.3. Per ogni u € X, gli inf nella definizione precedente sono dei minimi,
cioé
[-liminf F,,(u) = min { liminf F,, (u,) :  u, € X, up, — u},

I-limsup F),(u) = min { limsup £, (uy,) : up, € X, u, — u}

Supponiamo che I'-liminf, F,,(u) = [ € R e dimostriamo che esiste v, € X convergente
ad u tale che liminf, F,(v,) = [. Costruiamo tale successione per induzione.
Sia k = 1. Da ((1.13)), esiste u} € X tale che u} — u pern — oo e

| <liminf F,(u}) <1+ 1.

Poiche F,(u!) ¢ “frequentemente minore di [ + 1”7 , esiste n(1) € N sufficientemente
grande tale che

d(u,u;(l)) <1l e Fn(l)(u}z(l)) <l+1.

Procedendo in questo modo, per ogni k > 2 esiste u* € X tale che u¥ — u per n — oo
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1
I < liminf F,(u) <l+4

da cui otteniamo l'esistenza di n(k) € N tale che n(k) > n(k —1) e
1

1
e Fugy(unp) <1+

d k

k

Definiamo la successione v,, come

ubqy  seesiste k € N tale che n = n(k),
Un = . .
U altrimenti.

Abbiamo che v, — uin X e
1
[ <liminf F,(v,) < limkinf Fo (uﬁ(k)) < limkinf (l + E) =1,

da cui otteniamo che v,, € la successione cercata. Osserviamo che se | = 400, per ogni
u, € X tale che u, — w per n — oo vale che liminf, F,(u,) = +oo. Invece, se
[ = —o0, si puo ripetere il ragionamento precedente in questo modo: per ogni k > 2

esiste u¥ € X tale che u® — u pern — coe

liminf F,(u*) < —k,

da cui otteniamo 'esistenza di n(k) > n(k — 1) tale che

| =

d(u, Uﬁ(k)) <

Consideriamo il I'-limsup,, F,,(u). Supponiamo che I'-limsup,, F},(u)
dimostriamo che esiste v, € X convergente ad u tale che limsup,, F},(v,) =
Sia k = 1. Da ((1.14)), esiste u} € X tale che ul — upern — oo e

L <limsup F,(ul) < L + 1.
Poiche F,(ul) ¢ “definitivamente minore di L + 17, esiste n(1) € N sufficientemente
grande tale che per ogni n > n(1)
du,ul) <1 e Fy(u)) <L+ 1.

Procedendo in questo modo, per ogni k € N esiste u¥ € X tale che u¥ — u per n — oo

(S

1
L <limsup F,(uf) < L + T
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da cui otteniamo l'esistenza di n(k) € N tale che n(k) > n(k — 1) e tale che per ogni
n > n(k)

1
d(u,uf) < e F,(uf) <L+~

k

=

Definiamo la successione v,, come

uy,  sen<n(2)
Uy =
uk sen(k) <n<nk+1), k>2.

Abbiamo che v, — v in X e

1
L <limsup F,(v,) < limsup (L + E) =L,
n k

da cui otteniamo che v,, € la successione cercata. Osserviamo che se L = 400, per ogni
u, € X tale che u, — w per n — oo vale che limsup,, F,(u,) = +00. Invece, se

L = —o0, adattiamo il ragionamento precedente in questo modo: per ogni k > 2 esiste

uf € X tale che u¥ — upern — oo e

limsup F, (u¥) < —k,

da cui otteniamo l'esistenza di n(k) > n(k — 1) tale che per ogni n > n(k)

La seguente proposizione fornisce una caratterizzazione puntuale del I'-limite di una
successione F,.

Proposizione 1.2.2. Siano F,, F : X — R. Allora, F, I'-converge ad F se e solo se

F(u) =T-lim F,(u) per ogni u € X.

Dimostrazione. Siano F,, F : X — R tali che F, L F per n — oo e sia u € X. Dalla
disuguaglianza del liminf (1.9), otteniamo che F(u) < I'-liminf, F,,(u). Da (1.10),
esiste una recovery sequence u,, quindi I'-limsup, F,(u) < limsup, F,(u,) < F(u).
Allora,

F(u) < I-liminf F,(u) < T-limsup F,(u) < F(u)

da cui otteniamo che F(u) = I'-lim,, F,,(u).

Viceversa, siano F,,, F : X — R tali che per ogni u € X, F(u) = I'-liminf, F,(u) =
[-limsup,, F,,(u). Allora, F, I'-converge ad F. Infatti, per ogni u € X valgono le
seguenti proprieta:
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e (disuguaglianza del liminf) per ogni u, € X convergente ad u, da (1.13)), F'(u) <
liminf,, F,(uy,),

e (recovery sequence) per 'Osservazione|l.2.3, F/(u) = min { limsup,, Fj,(u,) :  u, €
X, u, — u}, quindi esiste u, € X convergente ad u e tale che F(u) =
lim sup,, F},(uy,).

O
Valgono le seguenti caratterizzazioni topologiche del I'- lim inf,, F}, e del I'-lim sup,, F,.

Proposizione 1.2.3. Sia F, : X — R. Allora per ogni u € X

[-liminf F,(u) = sup liminf inf F,(v),
n UeN(u) ™ veU

[-limsup F,(u) = sup limsup inf F,(v),
n UeN@) n V€U

dove N(u) & un sistema fondamentale di intorni di u.

Prima di dimostrare le proprieta di semicontinuita inferiore del I'-limite inferiore e
del I'-limite superiore, richiamiamo la definizione di inviluppo semicontinuo inferiore.

Definizione 1.2.3. Sia F : X — R. Definiamo l'inviluppo semicontinuo inferiore, o
rilassato, F': X — R come

F(u) =sup{f(u) | f: X — R semicontinua inferiormente, f < F'}
= inf { liminf F'(u,) : w, — u per n — co}.

Propgsizione 1.2.4. Sia F,, : X — R. Allora, T-liminf, F,, : X — R e'-lim sup,, F, :
X — R sono funzioni semicontinue inferiormente. Inoltre, per ogni u € X wvale che

[-liminf F},(u) = T-lim inf F}, (u),
[-lim sup F,(u) = I'-limsup F, (u)
Dimostrazione. Metodo 1) Dimostriamo che I'-liminf,, F,, ¢ una funzione semicontinua

inferiormente ragionando come nell’Osservazione|1.2.3. Siano u,,,u € X tali che u,, —
u per m — oo. Poniamo [,,, = I'-liminf,, F},(u,,) per ogni m e dimostriamo che

[-liminf F,(u) < liminf [,,.

Supponiamo che [, € R per ogni m.
Sia m = 1. Per definizione di [;, esiste una successione v} € X che converge ad u; per
n — oo e tale che liminf, F,(v.) < {; + 1. Allora, esiste n(1) € N tale che

d(UI,’Ul(l)) <1l e Fn(l) (Ui(n) < ll + 1.

n
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Analogamente, per ogni m > 2, esiste una successione v’ € X che converge ad u,,
per n — oo e tale che liminf, F,(vl) < I, + =. Allora, esiste n(m) € N tale che
n(m) >n(m—1)e

1 1
d(Uy,, V1 <— e F,umy <lym+ —.
Definiamo la successione v,, come
Unom) se esiste m € N tale che n = n(m),
Un = . .
U altrimenti.

ed osserviamo che v,, — u. Allora abbiamo che
[-lim inf £, (u) < liminf F,(v,) < lminf 5, ) (ugm)
1
< liminf (zm n —> — liminfl,,,
m m m

cioe¢ abbiamo la tesi. Allo stesso modo, adattando la seconda parte della dimostrazione
fatta nell’Osservazione|1.2.3, si dimostra che I'- lim sup,, F}, & semicontinua inferiormente.

Dimostriamo che I'-liminf,, F, = I'-liminf, F),. Poiché F,, < F,, vale che
I-liminf F, > I-liminf F,.

Dimostriamo che vale la disuguaglianza opposta utilizzando un ragionamento analogo
a quello precedente. Sia u € X. Dall’Osservazione [1.2.3, esiste una successione u,
convergente ad u e tale che

lim inf F, (u,) = [-liminf F, (u).

Supponiamo che F},(u,) € R per ogni n.
Sia n = 1. Per definizione di F(u;) esiste una successione uj convergente ad u; per
k — oo e tale che

lim inf Fi(uy,) < Fi(w) + 1.
Da questo, esiste k(1) € N tale che
d(ul,u}ﬁ(l)) <1l e Fl(u,lc(l)) < Fi(up) + 1.

Analogamente, per ogni n > 2, esiste una successione u} convergente ad u,, per k — 0o
e tale che

— 1
limkinf Fo(uy) < Fp(uy) + —
n
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Da questo, esiste k(n) € N tale che k(n) > k(n —1) e

d(un,; Ui(y)) < n E(Wny) < Falun) + -

Definiamo la successione v,, = U’Z(n) ed osserviamo che v,, —> u per n — oo. Allora,

_ 1
[-liminf F,(u) < liminf F,(v,) < liminf ( Fo(u,) + - )

n

= lim inf F, (u,) = T-liminf F), (u),
da cui abbiamo la tesi. Analogamente, si dimostra che I'-limsup,, F,, = I'-limsup,, F,,.

Metodo 2) Utilizziamo le caratterizzazioni topologiche del I'-liminf, F,, e dell'invi-
luppo semicontinuo inferiore. In particolare, data F' : X — R, per ogni u € X,

ol

u) = sup inf F(v).
(u) Jup i (v)

Dimostriamo che I'-liminf, F,, = I'-liminf, F,,. Per definizione di inviluppo semiconti-
nuo inferiore, I'-liminf, F,, > I'-liminf, F,,. Inoltre, per ogni u € X,

[-liminf F,(u) = sup inf [-liminf £, (v)
n UeN (u) vel n

= sup inf sup liminfinf F,(2)
UeNw) YU veN(w) n 2€V

> sup inf sup liminfinf F,(2)
UeN@) SV veNw), vcu " 2€U

= sup liminfinf F,(2) = I'-liminf F),(u).
UeN(u) ™ =€U n

Analogamente si dimostra che I'-lim sup,, F}, € una funzione semicontinua inferiormente.
Dimostriamo che I'-liminf,, F,, = I'-liminf, F},. Per ogni u € X vale che

[-liminf F,(u) = sup liminf inf F,(v)
n UeN (u) n velU

= sup liminfinf sup inf F,(2)
UeN(w) " V€U veN(v)*€V

> sup liminfinf  sup  inf F,(2)
UeN(u) " veUyenN(v),vcu €V

= sup liminfinf F,(z) = [-liminf F),(u).
UeN (u) no o zeU n

Analogamente si dimostra che I'-lim sup,, F,,(u) = I-limsup,, F,,(u) per ogni u € X.
O

Osservazione 1.2.4 (Densita per il lim sup ). La semicontinuita inferiore del I'-lim sup,, F},
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¢ utile per stimare il I'-lim sup,, F,,. Consideriamo d' : X x X — [0, 4+00) una distanza,
tale che per ogni u,,u € X

se d'(up,u) — 0, allora d(u,,u) — 0 per n — oco.

Sia D C X un sottoinsieme denso rispetto a d’ e sia ' : X — R una funzione continua
rispetto alla topologia di d. Supponiamo che

[-limsup F,,(u) < F(u) per ogniu € D. (1.15)

Allora,

[-limsup F,,(u) < F(u) per ogniu € X.

Infatti, per ogni u € X esiste una successione u,, € D tale che u,, converge ad u rispetto
a d'. Allora, poiché u,, converge ad u rispetto a d, dalla semicontinuita inferiore del
[-lim sup,, F;, e da ({1.15)), abbiamo che

[-limsup F,,(u) < liminf <F— limsup £, (um)) < liminf F(u,) = F(u).

m n m

Possiamo utilizzare la densita dell’insieme D anche nel modo seguente. Definiamo la
funzione F,, : X — R come

Fo(u) =

F(u) seu €D
+o0 seu€ X\ D.

Osserviamo che F(u) = F(u) per ogni u € X, dove F, ¢ il rilassato di Fi,. Infatti,
poiché F' ¢ continua (quindi, in particolare, F' ¢ semicontinua inferiormente) ed F' < F,
vale che F' < F,. D’altra parte, per ogni u € X esiste una successione u, € D tale che
u, — u per n — 00, quindi, per la continuita di F' e la definizione di F,,

F(u) = lim F(u,) = lim Fo(u,) > inf { iminf Fo (u,) © w, — u per n — oo}
= Foo(u).

Da (LT3).

[-limsup F,(u) < Foo(u) per ogni u € X,

da cui, per la semicontinuita inferiore del I'-limsup,, F},, otteniamo che

[-limsup F,(u) < Foo(u) = F(u) per ogni u € X.
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Corollario 1.2.5. Siano F,,, F : X — R. Valgono le sequenti:

1) Se F,, = F per ogni n, allora F, I'-converge all’inviluppo semicontinuo inferiore
F;

2) Se F, | F, allora F,, T-converge a F;

3) Se F,, < F, 11 per ogni n, allora F, T'-converge a sup,, FE,. In particolare, se F, ¢
semicontinua inferiormente per ogni n, allora F,, I'-converge a sup,, F,.

4) Se X & uno spazio vettoriale topologico, F, T'-converge ad F e F, é convessa per
ogni n, allora F' ¢ convessa.

Dimostrazione. Osserviamo che vale la seguente proprieta: se F), converge ad F' pun-
tualmente, allora

[-limsup F,,(u) < F(u) per ogniu € X. (1.16)

n

Infatti, scegliendo la successione u,, = u per ogni n, otteniamo che
[-limsup F,,(u) = inf { limsup F,,(uy,) : up € X, up, — u}

< limsup F,(u) = F(u).

n

Inoltre, vale anche che

I-limsup F,(u) < F(u) per ogni u € X. (1.17)

Infatti, I-limsup, F, : X — R ¢ una funzione semicontinua inferiormente e tale che
I-limsup,, F,, < F.

1) Sia F,, = F per ogni n e sia u € X. Dimostriamo che F(u) = I'-lim,, F},(u). Per
definizione di F,

F(u) = inf { liminf F(u,) : u, — u per n — oo}

= inf { liminf F,(u,) : w, — u per n — oo} = I-liminf F,,(u).

Poiché F,, converge puntualmente ad F, per (I.17]), abbiamo che F(u) > I'-limsup,, F,(u).
Quindi,
F(u) = I-liminf F,(u) < T-limsup F,(u) < F(u),

da cui otteniamo che F(u) = I'-lim,, F},(u).
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2) Sia F,, tale che F,, | F e sia u € X. Poiché F' < F), per ogni n, abbiamo che
F(u) = inf { liminf F(u,) : w, — u per n — oo}

< inf { liminf F,(u,) : w, — u per n — oo} = I-liminf F, (u).

D’altra parte, F,, converge puntualmente ad F' e quindi, da (1.17), I'-limsup,, F},(u) <
F(u). Concludiamo come nel punto precedente.

3) Osserviamo che se F,, < F, .1, allora F, < F, 1. Infatti,

E SFn SFn—i-l

e F',, é semicontinua inferiormente. In particolare, F;, converge puntualmente a sup,, F},.

Allora, da (|1.16]),

I-limsup F,, = I-limsup F,, < sup F,.

Inoltre, per ogni u € X e per ogni k € N, dal fatto che Fj, < F}, per ogni n > k, abbiamo
che

Fi(u) = inf { liminf Fi(u,) : w, — u per n — oo}
< inf { liminf F,,(u,) : u, — u per n — oo}
= I'-liminf F, (u).

Passando al sup su k € N, troviamo che sup,, F,, < I'-liminf, F,, da cui concludiamo
che I'-lim,, F,, = sup,, F',.

4) Siano u,v € X e A € (0,1). Da (1.10)), esistono w,, recovery sequence per u e v,
recovery sequence per v. Osserviamo che Au, + (1 —A)v,, — Au+ (1 —X)v per n — 0.
Allora, da[1.9 e dalla convessita di F,, abbiamo che

FAu+(1—=Mv) < limninf F,(Auy + (1 = Nv,,) <limsup F,(Au, + (1 — N)vy,)
< limsup (AF,(u,) + (1 — )\)Fn(vn);
< Ali?n sup F,(u,) + (1 = ) limsup F,,(vy,)
< /\F(J) + (1 = X\)F(v). '
Questo dimostra che F' é convessa. O

Dimostriamo il risultato di compattezza della I'-convergenza e la proprieta di Ury-
shon.
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Teorema 1.2.6 (Compattezza della I'-convergenza). Sia (X, d) uno spazio metrico
separabile. Sia I, : X — R. Allora, esiste una sottosuccessione F,,, ed esiste ' : X — R
tali che F,, I'-converge ad I’ per k — 4o0.

Dimostrazione. Sia {u;};eny C X numerabile e denso. Allora, I'insieme
{V}}jeN = {B%(SL’Z) : leN, meN}

¢ una base di intorni per la topologia di X. Costruiamo la sottosuccessione £}, con un
argomento diagonale.

Sia j = 1. Consideriamo il liminf,, infy, F},. Allora, esiste una successione n,, tale
che

Jliminf F,,; = liminf inf F,.
k W K n Vi

Sia j = 2. Consideriamo il lim infy infy, Fni' Allora, esiste una sottosuccessione n? di
n,. tale che

Jliminf F,> = liminfinf F:.
kove o Tk ko Vp

Procedendo in questo modo, per ogni j € N, j > 2, esiste una sottosuccessione n{z di
n) " tale che

lim inf F ; =lim inf inf F 1.

Utilizziamo un argomento diagonale e consideriamo la sottosuccessione an- Allora, per
ogni j € N|

Jliminf F . (1.18)
oV,

Sia v € X. Dimostriamo che I'-liminf; F,x(u) = I'-lim supy, Fx(u). Consideriamo il
sistema fondamentale di intorni di u dato da N (u) = {U € {V}}jeN Tu € U}. Allora,
da (L18),
I-liminf Fx(u) = sup liminfinf F,
k g UeNw) Kk U %

= sup liminf F,
UeN (u) kU k

= sup limsupinf F,» = [-limsup F)x(u).
UeN(w) k uok k k

Quindi, ponendo n; = nf, la sottosuccessione F, risulta [-convergente ad F : X — R,
dove

F(u) =T- lillgn Fr(u).
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Teorema 1.2.7 (Proprieta di Urysohn). Siano F,, F : X — R. Allora, F, R
se e solo se per ogni sottosuccessione I, esiste un’ulteriore sottosuccessione Fnkj tale

che Fnkj o F per j — 00.

Dimostrazione. Siano F,, F : X — R tali che per ogni F,, esiste F}, taleche F), BNy
J J
per j — 0o. Osserviamo che per ogni u € X,

I-liminf F,(u) < T- limkinf F,, (u) <T-liminf F,,, (u) = F(u)
n 7 J

=I-limsup F,,, (u) < T-limsup F,, (u) < I-limsup F,(u).
j J k n
Supponiamo per assurdo che F}, non ['-converge ad F', cioé supponiamo che esiste u € X
tale che I'-liminf,, F,,(u) < I'-limsup,, F,,(u). Allora, abbiamo che I'-liminf, F,(u) <
F(u) oppure che F(u) < I'-limsup,, F,(u).

e Sia I'-liminf, F,(u) < F(u). Da (L.13), esiste una successione u,, convergente ad
u e tale che liminf, F,,(u,) < F(u). Consideriamo una sottosuccessione F, (uy, )
tale che limy, F},, (up,) = liminf, F},(u,) e sia ng, la sottosuccessione di n; data
dall’ipotesi. Allora,

F(u) > liminf F,,(u,) > lilgn F,, (up,) =lImF,, (u, )
n J J J

= liminf £, (u,, ) > I-liminf F,,, (u) = F(u),
7 J J 7 J

da cui otteniamo un assurdo.

e Sia F(u) < T-limsup, F,(u) = supyepy, limsup, infy F,.  Allora, esiste U €
N (u) tale che F(u) < limsup,, infy F,,. Consideriamo una sottosuccessione tale che
limy infy F,, = limsup,, infy F), e sia ny,; la sottosuccessione di ny data dall’ipotesi.
Allora,

F(u) < hmnsup H(}f F, = hin H(}f F,, = h]m H(}f Fnkj

= lim sup irl}f F,. <T-limsupF,(u) = F(u),
j ’ n

da cui otteniamo ’assurdo.

Quindi, per ogni u € X, abbiamo che I'-liminf,, F},(u) = F(u) = I'-limsup,, F,,(u).
Il viceversa ¢ stato dimostrato nell’Osservazione [L.2.1. O

Estendiamo la definizione di I'-convergenza al caso di una famiglia di funzionali F.
dipendenti da un parametro reale.

Definizione 1.2.4. Siano F., F' : X — R. Diciamo che F. I'-converge ad F per ¢ — 0F
se per ogni successione positiva ¢, tale che ¢, — 0 per n — oo, la successione F.
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I-converge ad F' per n — oo. Equivalentemente, F, I'-converge ad F' per € — 0% se per
ogni u € X valgono le seguenti proprieta:

1) (disuguaglianza del liminf) per ogni successione €, | 0 e per ogni u, € X
convergente ad u in X

F(u) < liminf F._(u,); (1.19)

2) (esistenza di una recovery sequence) per ogni 1 > 0 esiste una famiglia u. € X
convergente ad u per e — 0T e tale che

F(u) > limsup F.(u.) — . (1.20)

e—0t

Osservazione 1.2.5 (Densita per il limsup). Consideriamo una famiglia di funzionali
F.: L'(Q) — [0, +00] e definiamo

F'"(u) = I'-limsup F.(u) per ogni u € L'(Q).

e—0t

Possiamo stimare F” con un funzionale F : L*(Q2) — [0, +-00] ragionando come nell’Os-
servazione |1.2.4. In particolare, procediamo come segue:

1. Definiamo D C L'(Q) un sottoinsieme denso in domF = { u € L'(Q) : F(u) <
+00} , ciog, per ogni u € L'(2) tale che F'(u) < oo esiste una successione u,, € D
tale che

Uy — v in LY(Q), per m — oo.
Supponiamo inoltre che lim,, F(u,,) = F(u).
2. Dimostriamo che F”(u) < F(u) per ogni u € D.

Allora, per ogni u € L'(Q) tale che F(u) < +oo vale che F”(u) < F(u). Infatti, per
ogni u € domF esiste u,, € D convergente ad u in L'(Q) e quindi, dalla semicontinuita
inferiore di F”, abbiamo che

F"(u) < liminf F"(uy,) < liminf F(u,,) = F(u).

Da questo otteniamo che F”(u) < F(u) per ogni u € L'(9).

1.2.1 Approssimazione di Ambrosio Tortorelli

Sia V' : [0,1] — [0,+00) una funzione continua che si annulla solo nel punto 0 e sia
¢ : [0,1] — [0,400) una funzione decrescente, semicontinua inferiormente e tale che
¥(0) = 1, ¥(1) = 0 e ¢(t) > 0 per ogni t # 1. Siano Fy,G. > 0. Per ogni ¢ > 0
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consideriamo il funzionale F. : L*(a,b) x L'(a,b) — [0, +o0], definito come

( EO
2
F.(u,v) =

+00

’ G. ("1
/ Y[ Fdt + 76/ (EV(U) + e\v’|2> dt  sewu,v € H'(a,b)

e0<v<1q.o.

altrimenti.

Teorema 1.2.8. Siano V,1 : [0,1] = [0,4+00) e F. : L'(a,b) x L'(a,b) — [0, +00] come
sopra. Sia F : L'(a,b) x L'(a,b) — [0, +o0| definito come

F(u,v) =

dove

( E, b
70/ [WPdt + 2 G cy#(S(u)) seu € SBV(a,b)
ev=20 gq.o.
| +00 altrimentu,

Cv:/ol\/md5~

Allora, F. T'-converge a F per e — 0.

Dimostrazione. Utilizziamo la seguente notazione: se I C (a,b) aperto, definiamo
F.(u,v,I) e F(u,v,I) come

F.(u,v,I) =

F(u,v,I) =

(E,
2

1
/¢(v)|u’|2dt + 9/ (SV) + el?)dt sewve H'(a,b)
I 2 Jr\e
e0<v<1q.o.

+00 altrimenti.

(L
70/ WPt + 2 Ge ey #(S(u)NT) se u € SBV(a,b)
I

ev =0 q.o.

| +0o0 altrimenti,

Dimostriamo la disuguaglianza del liminf. Sia ¢, | 0 per n — 4oc0. Siano u,v €
L'(a,b), up,v, € L'(a,b) tali che u,, — w in L'(a,b) e v, — v in L'(a,b) (cio¢,
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(Un, vy) — (u,v) in L*(a,b) x L'(a,b)). Passando a sottosuccessioni, possiamo supporre
che u, — u q.o. in (a,b), v, — v q.0. in (a,b) e che

Ilim F. (un, v,) < o0. (1.21)

In particolare, esiste ¢ > 0 tale che F. (uy,,v,) < ¢ per ognin e quindi, (u,,v,) € domF
per ogni n.

Osserviamo che v = 0 q.o0. in (a, b), altrimenti lim,, . (u,,v,) = +00. Supponiamo che
per assurdo esista £ C (a,b) misurabile tale che £!(E) > 0 e v(t) # 0 per ogni t € E.
Allora, per il Teorema di convergenza dominata abbiamo che

lign/ V(vp(t)) dt = / V(v(t))dt > 0,
da cui,

G.

lim F_, (uy, v,) > lim —/ V(vn(t)) dt = 4o0.
n n {-jn E

Quindi otteniamo ’assurdo. Verifichiamo che valgono le ipotesi del Teorema di conver-

genza dominata. Poiche V' : [0,1] — [0, +00) ¢ continua e si annulla solo nel punto 0,

V(vn(t)) converge a V(v(t)) > 0 per q.o. t € E. Inoltre, per ogni n, |V (v,(t))] < M per

ogni t € E, dove M é il valore massimo di V' in [0, 1].

1) Dimostriamo che #(S(u)) < 0o e che

2 G, cy#(S(uw)N 1) <liminf F. (uy,, v, 1), (1.22)

per ogni I C (a,b) aperto. Se S(u) = () la disuguaglianza ¢ verificata. Sia allora S(u) # ()
e siano {ty,...,tx} C S(u), con N € N. Consideriamo {I;}¥, intervalli disgiunti tali che
I; = (a;,b;) C (a,b) et; € I; per ogni i = 1,... N. Proviamo che

2 G. cy <liminf F. (u,,v,, ;) Vi=1,...,N. (1.23)

Fissiamo i € {1,..., N} e consideriamo da subito una sottosuccessione di F, (tn, vp, I;)
tale che liminf, F;, (u,,v,, ;) = lim, F;, (u,, v,, ;). Sia Il = (a},b;) C (a,b) tale che

t; € Il CC I; e sia m; = liminf, inf, ¥(vy,). Se m; > 0, abbiamo che

E Ey 2 E
70 ; !%thégoﬁ I,w(vn)lu;\zdté “ (1.24)

2

my . _
definitivamente per n — oo. Infatti, poiché lim inf i?/f P(vy,) > = esiste m € N tale che

27/’(“%)

> 1in I].
my;

my; .
per ogni n > 7@, inf ¥ (v,) > 5 da cui
I7

7
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Allora, vale che u,, ¢ limitata in H'(I]). Infatti:

e da u!, ¢ limitata in L?(1}),

e dalla disuguaglianza di Poincare-Wirtinger e dal fatto che u, — u in L'(a,b),
segue che u,, ¢ limitata in L*(I). Infatti,

1 b 1 b
||Un‘|%2(1;) = || un — ﬁ/l Uun(s) ds + v —d /, un(s) ds ||?;2(1;)

i —
g 1 " 1 b 2
:/Q{ (un(:c)— - /al. u"(s>d8+bg—a; /a’. un(s)ds) dx
b; 1 b} 9 1 b, ,
<2 [ ()= [ wn01) ar 2t ) (= [ o) o)
/112 2 2
< 2Cp|[up||Z2 () + mC’ ,

dove Cp ¢ la costante di Poincare-Wirtinger e C' > 0 ¢ tale che sup,, ||tn||£1(0p) <

C.

Quindi, esiste una sottosuccessione (che non rinominiamo) tale che u,, — w in H'(I}).
Allora, poicheé u € H*(I}), S(u) N I} = (). Questo & assurdo per definizione di 1.
Necessariamente m; = 0. Passando ad un’ulteriore sottosuccessione, possiamo supporre
anche che

0 =m,; =lim igl/f@[)(vn).

3

Allora, esiste una successione s!, € I/ tale che v,(s!,) — 1. Infatti, per ogni n possiamo
. , 1

definire s}, € I/ tale che illl{fiﬁ(vn) < P(ug(s))) < igfw(vn) + - ed usare le ipotesi su 1.

Poiche v,, converge a 0 q.o. in (a,b), esistono r;, 7. € I; tali che r; < s, < rl per ogni n

e tali che v,(r;) — 0, v,(r;) — 0 per n — oo. Per il Lemma [1.2.9,

1 n
liminf F_, (u,, v,, I;) > liminf GC/ (2—V(vn) + %|v;|2) dt
n n I; En

S| € il £
> .. cn /2> ( -n /2)
> G lim inf (/T (—QSRV(vn) + < lnl dt+/8% —2€nV(vn) + o lonl”) d

st 1 ] 1
> G, limninf /T (EV(%) + %|U;L|2> dt + G. limninf /S% (EV(UTL) + = vy, 2) dt

1 1
ZGC/ \/V(s)d8+Gc/ VVi(s)ds =2 G. ey,
0 0
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da cui otteniamo [1.23| Con gli stessi passaggi, otteniamo anche che se I C (a,b) aperto
tale che {t1,...,ty} C S(u)N I,

2 G. cy N <liminf F_ (uy,,v,,I).

Da questo, per 'arbitrarieta di N, otteniamo [1.22
2) Consideriamo I = (c,d) C (a,b) tale che I N S(u) = ). Dimostriamo che u € H(I) e

E
70/ u/)? dt < liminf . (tn, vn, 1). (1.25)
I n

Consideriamo una sottosuccessione (che non rinominiamo) tale che liminf,, F. (uy,,v,, ) =
lim,, F. (u,,v,, I). Sia N € N. Per ogni k =1,..., N poniamo

E—1 k
Ik = (c—l—— d—c),c+ — d—c).
§ (@ )et pold—
Passando ad una sottosuccessione con un argomento diagonale, possiamo supporre che

Jlimsupv, VN eN, Vk=1,..., N.

Siano 0 < 2z < 1 ed N € N. Consideriamo 'insieme

Jy = {ke {1,...,N}: limsupuw, 22}.

Osserviamo che per il Lemma [1.2.9,

#m < e ([ V) et

indipendentemente da N. Infatti, per ogni k& € J% possiamo definire s* € I% tale che
lim,, v,(s%) > z ed s* € I tale che lim, v,(s*) = 0. Allora,

1
¢ > liminf F_, (up,v,, 1) > G.lim inf/ (2—V(Un) + 5’1}; 2) dt
n n e

I n
#(J3)

Sk
> G, lim inf ( 3 / (%V(vn) + %" v;|2> at )
n 87]2 n

k=1

%) 1 €

n k
n

<

#(

v

(]

Ge

—

—_

Zn

#(JZ) . 2
a. (/0 st)zec#u;)(/o VV(3)ds).

=1

v
bl
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k.
Quindi, supponiamo che J5 = {k; : i = 1,..., L} per ogni N. Inoltre, poiché (NZ)N e
una successione limitata per ogni ¢ = 1,..., L, passando a sottosuccessioni, possiamo

supporre che (N) N sia convergente per ogni ¢. In particolare, da questo segue che

C+N(d—6) — t;, per t; € [c,d] e per N — oo. Sia S = {t1,...,t,} esian > 0.

Allora, per N sufficientemente grande, abbiamo che

IYcS+[-nn Vi=1,..., L

(Infafci, dato > 0, 3 N; € N tale che |c_—|— bi(d—c) —ti} < I per ogni N > N,.
2. Allora, abbiamo che

Sia N = max;—; _; N;. Scegliamo N > N tale che % <
I c S+ [-nmn Vi=1,...,L) Quindi,

.....

hminfw(z)/ Bopr )2 dt < 20 timint 3 W)/ ! ()2 dt
" N\(s+na0) 2 2o %
E
< tmint 3 [ vl @) 0 &
2 n Ik
kgJg =N

E,
ggmyﬁ[wmﬁm%wﬁﬁ

< liminf F. (ty, vp, [) < +00.

(Nella seconda disuguaglianza abbiamo usato l'ipotesi che 1 & decrescente e la definizione
di J%. In particolare, per ogni k ¢ J%, lim, supyk Un < 2, quindi definitivamente per
n — oo abbiamo che (v, (t)) > 1(2).) Esiste una sottosuccessione u,, tale che

E E
lim () / oy, (1) dt = iminf (2) / oy (o)
IN(S+[-nm]) " IN(S+[-nm])

< liminf F. (up, vp, [) < +00,

da cui, ragionando come in precedenza con la disuguaglianza di Poincare-Wirtinger,
otteniamo che (esiste una sottosuccessione di u,, tale che) u,, — uw in H'(I\ (S +
[=n,7m])). Allora, w € H'(I\ (S + [-n,n])) e, poiché uj, — ' in L*(I\ (S + [-n,n])),
dalla semicontinuita inferiore della norma L? sotto la convergenza debole, abbiamo che

Ey
Y(2) / 5
IN(S+[-nm])

Per 'arbitrarieta di 7, la stima precedente ¢ indipendente da 7, quindi otteniamo u €
H'(I'\S). Poich¢ S(u) NI =0, u e H'(I). Inoltre, vale[1.25] Infatti, sia 2, = ;, allora
per ogni k vale che

|u/ (t)|? dt < liminf F., (up, vn, I).

E
w(zk)/7O|u’(t)|2dt§1imiangn(un,vn,I).
I n
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Prendendo il sup,, abbiamo che

E E
w(O)/70|u'(t)|2dt = / 70|u’(t)|2dt < liminf F. (t, vy, ).
I I "

b) e che vale la disuguaglianza

Dai passaggi 1) e 2), concludiamo che u € SBV (a,
= (a,0) \ (S() + [-n.n]) e I =

del liminf. Infatti, per ogni > 0 definiamo I

(a,b) N (S(u) + (—n,m)). Dafl.22]e[1.25]
/ &]u/\th + 2 Ge cv#(S(u)N 1) :/

2
I 19

E

70]u’\2dt + 2 G ey #(S(u))
0

n

. . 0 . . 1

< hmnlnf FL, (U, vn, 1) + hmnmf Fe, (U, v, 1))

<liminf F_, (un,v,).

Per n — 0, otteniamo

F(u,v) <liminf F, (u,,v,).

Il fatto che u € SBV(a,b) segue dalla seguente osservazione. Supponiamo che (a,b) =
(-1,1), S(u) = {0} e w € H'(—1,0) N H*(0,1). In particolare, u1(0) # u(0), dove
u(0) := limy0- u(t) = ul_; ) (0) ed uz(0) == limy o+ u(t) = ul g, (0) (v € AC(-1,0)
eu € AC(1,0)). Allora, w € SBV (-1, 1). Infatti, per ogni p € C>(—1,1),

1 0 1
/ up' dor = / uy' dr + / uy' dx
—1 —1 0

= —/lu’godx + u1(0)p(0) — /0 u'odr — uy(0)p(0)
- —/_ u'odz + ¢(0)(u1(0) — us(0)),

dove u' ¢ la derivata q.o. di u in (—1,1). Da questo abbiamo che la derivata debole di
uw & Du=u'L' + (uz(0) — u;(0))d. Per I'osservazione|1.1.9, u € SBV(—1,1).

Dimostriamo che per ogni (u,v) € L'(a,b) x L'(a,b) esiste una recovery sequence.
Osserviamo che, per definizione di F', possiamo restringerci al caso in cui (a,b) = (=1, 1),
vo = 0 q.o.,, u € SBV(—1,1), S(u) = {0} ed v’ € L*(—1,1) (possiamo supporre che
u sia un buon rappresentante della sua classe di equivalenza, quindi v’ rappresenta la
derivata di Du rispetto ad £!, cioé la derivata q.o. di u (Teoremall.1.6)). Sia & = o(e),
con & > 0 per ogni €, e consideriamo u. € H'(—1,1) tale che

u.(t) = u(t) Vte (—1,1):[t >¢&..
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Possiamo definire una tale u, come

u|(—17—'€s) (t) sete (_17 _€5>
us(t) = ul ey (t) sete (&,1)

up (t) = u(—&) + ue) ;ﬁ?(_gs) (t+&) altrimenti in (—1,1).

Infatti u, € H'(—1,1), perche

ul(,lﬁgs) € Hl(_la _fs)a Uy S Hl(_gmgs)a u’(ge,l) € Hl(&’ 1)7
u|(_17_§5) (—&) = u(—=&) = ui(=&), u|(§s,1) (&) = u(&) = w (&)

(Osserviamo che uf_, ., € H'(-1,-&). Poniamo f = uf_, ., Allora, f €
L'(—1,-¢&.) e sua la derivata debole Df = Wl ¢y € L*(—1,-¢&.). Poiche f €
Whi(—1,-&) = AC(—1, &) ed hala derivata debole in L*(—1, —&,.), f € HY(—1, =&.).
Analogamente dimostriamo che uf,_, € H 1, 1))

Per il Teorema di convergenza dominata, u. — u in L'(—1,1) per ¢ — 0.
Fissiamo 1 > 0. Siano T'> 0 e v € H'(0,T) tale che v(0) =1, v(T) =0¢

/T (V(v) +[0]) dt < 2cy + 1. (1.26)

L’esistenza di una tale v segue dal Lemma |1.2.10} Definiamo v, : (—1,1) — R come

1 se |t| < &
— |t| _fa
ve(t) =< v . se & < |t| <& +eT
0 se |[t| > & + €T

Ragionando come sopra, otteniamo che v. € H'(—1,1). Inoltre, per il Teorema di
convergenza dominata, v. — vy in L'(—1,1) per € — 0T. Per tali u. e v. vale che

E
F.(uzve) = 0/ Y(vo)|ul > dt + —/ V(ve) + 5|v;|2)dt
/ Y(v) | |? dt + —/ V(v:) + €|v;]2> dt
/ /|2 dt + —/ V(v:) + e\v;|2> dt

- Qe

€

Inoltre, dalla definizione di v,., utilizzando il cambio di variabile = s, otteniamo
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che

| |
| GV + 0P a=2 [ Vi) + o)
R Ee+eT 1 t— R Ee+eT t — . 1 2
v ()& 4 / V(( 5>>dt+2/ 81/( 5) dt
€ fs € fe £ 9
fa
=2V (1 ) i (V(U(s)) + |v'(s)]*) ds
Per [1.26]
T
2/ (V(v) + |U’|2> dt < dey + 2n,
0
quindi,
EO ! 7112 58
F.(ug,v.) < 5 |u'|*dt + G.V (1 ) +2 G, cy + Gen,
-1
da cui,
lim sup F.(ue, ve) < —/ W/ |* dt + 2G ey + Gen,
e—0+
cioé (u.,v.) ¢ una recovery sequence per (u,vp). ]

Lemma 1.2.9. Siano V : [0,1] — [0, +00) una funzione continua e v, € H'(a,b) una
successione tale che 0 < v, < 1 q.o. per ogni n € N. Siano €, | 0 per n — o0,
th 12 € (a,b) € 21,22 € [0, 1] tali che v,(tl) — 21 € v, (t2) — 23 per n — oo. Allora,

nminf/b(iv(v)Jf—"v’P)dt
W \2e, " 2 m

t2
nrl €
V() + ) ] >
[ (v + S

Dimostrazione. Sia n € N e supponiamo che ¢, < ¢2. Definiamo

> lim inf

n

IZQWdt'.

. A+t T -t
n - 2 9 n -

2,
ed u, : (=T,,T,) — R come

Un(8) = vp(ty + €n8).
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, otteniamo che
n

Con il cambio di variabile t = t,, + ¢,,s, cioé s =

/tt% V(un(t)) dt = e, /T" V(un(s)) ds,

/| (t)[*dt = —/ (s)[*ds,
tl

da cui,

[} v+ Fuor)a- [ (Vo) + () s

1 25n

Definiamo la funzione ¢ : [0,1] — [0, +00) come

:/()Zmds.

Per disuguaglianza di Young,

SV (ua(s)) + Sl () > VT (9)] = (@0 w) ()] ao.

da cui, osservando che u,(T},) = v,(t2) e u,(—T,) = v,(t}), abbiamo che

Tn

/Tn Gv(un(s)) + %|u;(3)|2> ds > / (@ 0 u,)(s)] ds

-T,
‘ / (P owu,)(s)ds

Dalle disuguaglianze precedenti e dal Teorema di convergenza dominata, otteniamo che

vn (t2)

\/—ds

= |D(v,(t2)) — )| =

on (7

un (t7,)

on (1) Vv
= /Wdt'

cioé la tesi. 0

| 5 )
hmnlnf /t,g (—2€nv(vn(t)) T v, (8)] >dt _hmnlnf

Lemma 1.2.10. Sianon > 0 e V : [0,1] — [0,4+00) una funzione continua che si
annulla solo nel punto 0. Allora, esistono T > 0 ed una funzione v € H*(0,T) tale che

v(0)=1,v(T)=0c¢e¢

/T (V(v) + ['[?) dt < 2ev +, (1.27)
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1
dove ¢y = / V'V (s) ds.
0

Dimostrazione. Poniamo

1(z) = jnf inf { /OT (%V(u) + %|u'|2) dt :u e HY(0,T), u(0) =1, u(T) = 2,

per ogni z € [0,1] e

¢ = liminf I(2).

z—0

Dalla dimostrazione del Lemma [1.2.9, per ogni T" > 0, per ogni z € [0,1] e per ogni
u € HY(0,T) tale che u(0) =1 e u(T) = z, vale che

/OT (EV(u) + %|u’|2> dt > /Zl V'V (s)ds = (1) — B(2),

2

da cul otteniamo che

&> liminf (@(1) - <1>(z)> — (1) = ¢y

z2—0

Sia n > 0. Allora, per definizione di ¢, esistono T,, > 0 e v, € H'(0,T,) tali che

T
"l 1
vy (0) =1, 0<w,(T))<n e /o <§V(vn) + §|,U;7|2> dt < ¢+n.

Estendiamo v, definendo o, : [0, T;, + n] — [0, 1] come

5 (1) vy (t) sete0,T)]
v =
! max {0, v,(T,) —t + T,} set e (T,,T,+mn)
Osserviamo che @, € H'(0,T,, + n) e che o(T, +n) = 0, infatti
on(Ty) =Ty =+ Ty = vy (T;)) = <0,

da cui max {0, v,(7,)) —T,, —n+ T,} = 0. Inoltre, vale che

Tt 1 ~ 1~/2 T 1 1 /12 Tt 1 ~ 1~/2
i <§V(vn) + §|Un| ) dt = i (5‘/(@,,) + §|vn] ) dt + " <§V(v7,) + §|Un| ) dt

1 1
<5+77+§M77—|—§77:5—|—c77,

dove M = max,cpq V(z) e c= %M + % Dimostriamo che ¢ = ¢y ed osserviamo che da
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questo otteniamo la tesi. Sia v € H} (—00,0) una soluzione del seguente problema

loc

v =/V(v)
v(0) =1, lim; o v(t) =0.

e definiamo u € H} (0, 400) come u(t) = v(—t) per ogni t > 0. Per tale v vale che

V() + gl = V| = V) = (@ o).

Allora, da questo e dalla dimostrazione del Lemma [1.2.9, abbiamo che

¢y = ®(1) = lim (@(1)-@(0(4))): i [ <1V(U)—|-1|U,|2> dt
T—+00 T—+4oco J_p 2 2
T 1o,y
. 1 1 .
A, GV ghiP)arze

Poicheé vale anche la disuguaglianza opposta, otteniamo che ¢y = ¢.
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Capitolo 2

I'-convergenza per il modello 1D.

Consideriamo il dominio I = [—L, L] ed una mesh 7, = {ei, j=1,... ,Nh} su I, dove

e = [:Ej}_l,azﬂ] ¢ I'elemento j-esimo ed i nodi {z}M sono tali che —L = 29 < z} <

<ot <o =Le
0<lel|:=a), —a) ' <h perognij=1,..., N,

Indichiamo con P} lo spazio dei polinomi lineari a tratti su 7, e con PY lo spazio dei
polinomi costanti a tratti su 7. Sia €, > 0 una successione tale che ¢, — 0 per h — 0 ed
assumiamo che h = o(e). Definiamo il funzionale discreto Fj, : P} x PY x P} — [0, +00)
come

, 1
Fy(up, mp, dp) :/%E0|Uh—77h|2d95+/a(dh)0c|77h|d95+%/E—d%+5h|dﬁl|2d%
I I I €h

dove uy, € la variabile spostamento, dj, ¢ la variabile danno nel materiale, 1, rappresenta
una variabile “plastica” e a(d) = (1 — d)?. Per ogni dj, € P} introduciamo ay,(dy,) € PY,
tale che

1 i
ap(dy)(x) = E /j a(dp(t))dt, sexeel, je{l,..., Ny}
Rl €y

Definiamo il funzionale Fy, : P} x P} — [0, +00), dipendente solo da uy, e dj,, come
fh(uh, dh) = min{Fh(uh, Mh, dh) L np € ]P)?L} (21)

Poiche n;, € PY, la minimizzazione precedente puo essere fatta elemento per elemento.
Quindi, per ogni uy,d;, € P} vale che

1
Fi(up, dy) :/If(u;l,ah(dh))dx—k%/adi+eh|d§1]2dx, (2.2)

I
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dove f: R x [0,400) — [0, +00) ¢ definita come

f(s,7) = min {%Eo(s —n)? +ro.|n:ine€ ]R}

_ s Eos? 2 se |s| <rge,
rog|s| — 7"22220 se |s| > TE—E.

Infatti, dato e, € T, un generico elemento della mesh, per ogni € R vale che

[ 3Bl o+ [ atdonlas

en €h
1
= [ 3Bl —atas+ [ (5 [ @ at)odalas
en ep |€h| €h
:/ %Eo|ulh—77|2dx+/ an(dn)(@)ocln] dz,
€h €h

Osservando che v}, ap,(dy,) € PY, otteniamo che

min{/ %E0|u;1—n|2d:p+/ an(dp)oe|n| dz, nER} :/ f(u),, an(dy)) da.

€h €h

(2.3)

Estendiamo il funzionale F, allo spazio L'(I) x L'(I), definendo F, : L'(I) x L'(I) —

[0, 4+00] come

fh(Uh,dh) se Uh,dh S P}lp HuhHoo S K7 dh S [07 1]7
400 altrove.

ﬁh(umdh) = {

(2.4)

In questo capitolo studiamo il I'-limite di fh per h — 0. In particolare, dimostriamo il

seguente teorema.

Teorema 2.0.1. Siano F, : L*(I) x L*(I) — [0,+00] come sopra e K > 0. Sia

F: LMI) x LMI) = [0, +00] definito come

Flu,d) = {]:(u) seu€ BV(I), d=0 qo. inl, |Jullw <K

400 altrove,

dove
Fw)= [ Ww)ds+ alDrul(1) + Y éll[ul)
I T
con W, ¢ : R — [0, +00) definite come

GC C
W) = f(5. 1), ols) = 7

o6
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Allora, .fh ['-converge ad F per h — 0.

Osservazione 2.0.1. La funzione ¢ : [0,400) — [0, +00) & crescente e concava. Inoltre,
¢ (0) = lim,_,o+ @ =0, e lim, o, ¢(s) = G..

Prima di dimostrare la disuguaglianza del I'-liminf e del I'-limsup, introduciamo il
problema di profilo ottimo: dato j > 0, cerchiamo

zj = argmin{Jj(z) =a(2(0))o.g + GC/ 242 de: 2z e H (R, 0, 1])}
R

Per risolvere questo problema, consideriamo prima z € [0, 1] fissato e

Ze = argmin{lC(z) = / 2417 de: 2z e H(RL,[0,1]), 2(0) = zo}.
Ry

Il problema di minimo precedente ammette un’unica soluzione e dalle Equazioni di
Eulero-Lagrange,

/ 2+ zepdr = / (=2 4+ 2z.)pdr =0 per ogni p € CF(Ry),
R R,

otteniamo che z! = z,, cioé z,(z) = c1e” + coe” per ogni x € R, con ¢, ¢ € R. Poiche

ze € L*(Ry), ¢; = 0; poiche 2,(0) = 29, ca = 2p. Quindi, abbiamo che z,(z) = zpe ™ *.

Inoltre,
K(z) = 228/ e dr = z].
Ry
Allora, la soluzione z; del problema di profilo ottimo ¢ data da z;(x) = 2;(0)e™*, dove
z;(0) € argmin{a(zo)acj + G2y, 20 €0, 1]}

Poiché a(zg)o.j + Gezd = (Ge + 0cj) 22 — 2200.) + 0., troviamo che

o.j

z;(0) = G ol € [0,1],
da cui
zi(z) = %e‘”, per ogni x € R.
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Infine, poniamo

“» 0.6 - A
S04+

0.2

Geo|s|
Ge+ocls| |
1

92 15 1 05 0 05 1 15 2

Figura 2.1: Grafico della funzione ¢, dove ¢(s) = Geoelsl con dati G.=1leo.=25.

T Getocls]?

Figura 2.2: Grafico della funzione s +— f(s, 1), con dati Ey = 100, G. =1 e 0. = 25.

2.1 Disuguaglianza del I'- lim sup per il modello 1D.

Proposizione 2.1.1. Sia u € BV (I), tale che ||u|loc < K. Allora, esistono up,d, €
P; C HY(I) tali che (up,dp) — (u,0) in L}(I) x LY(I) per h — 0 e

lim sup Fp, (up, dp) < F(u).

h—0
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Dimostrazione. Per il risultato di densita enunciato nella Proposizione 2.1.2 e per I’Os-
servazione [[.2.4, possiamo dimostrare la disuguaglianza del I'-limsup in due casi prin-
cipali: 1) u & una funzione di puro salto, 2) u € W2>(I).

1. Consideriamo u € BV/(I) una funzione di puro salto tale che J, = {0} ed u &
costante in [—L,0) ed in (0, L]. Supponiamo anche che u sia continua da sinistra. Sia
én lelemento di T, che contiene il salto, cioe, 0 € €, = [xffl,xfz], con j €{1,...,N,}.
Definiamo wu;, € P} come l'interpolata lineare a tratti di w sulla mesh 7. Osserviamo
cheu, =0in I\ &, e uj, = % in €. Inoltre, per il Teorema di convergenza dominata,
up, — w in L'(I) per h — 0.

Consideriamo il problema di profilo ottimo con dato |[u]| e sia 2, la sua soluzione.
Abbiamo dimostrato che

e o |[u]l

er ogni r € R...
GC+UC|[[U]]| P s *

2l (z) =€
Per definizione di zp,)|, vale che
o(I[ull) = Jpagi (Z1gur) < g (2) = a(2(0))oe [[u]| + Ge /R 2+ P da
+

per ogni z € H' (R4, [0,1]). Fissiamo n > 0. Allora, esistono 7, > 0 e z, € W*(0,T,)
tale che 2,(0) = 21 (0), 2,(T;;) =0 e

a(2(0))o. |[u]| + G / "2 42 Pde < $([ull) + 0

Infatti, poiche lim, i 2pug(z) = 0, esiste T > 0 tale che 2z, (T) < 7' = 3& < L.
Allora, possiamo definire z, come

o () = {zmu]](x) se x € [0,T],
max{0, 2 (1) — 2 + T} sex e (1,1, =T +1].
Osserviamo che z, € Wh(0,T5)), 2,(0) = z.)(0) e 2,(T;,) = 0. Infatti,
max{0, 2 (T) =T — 1 + T} = max{0, 2 (T) — 1’} = 0.
In particolare, per tale z, abbiamo che

" 22+ |2 [P de
n T 1%

a(zy(0))o. [[u]] + G- /

T n
= a(2[y(0))o. [[u]| + G. / Zﬁ[um + |Z\/[[u]]||2dx + G, /T 272] + |z1’7|2 dx
0

< a(zpy (0)oe [[u]] + Ge /IR Zﬁ[u]” + |Z\/[[u]]||2d$ +2 G’ < o([[u]l) +n.
+
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Con un abuso di notazione, indichiamo con z, : R — [0, 1] I'estensione nulla e pari di z,.
Consideriamo la mesh Ty, /e, su [—L/es, L /€], ottenuta riscalando 7, per il fattore 1/e;,.
Per h sufficientemente piccolo vale che |L/ey| > T;. Poiché h = o(e;), la mesh-size di
Thse, € i maxjeqi,...n,} |en] < h/en — 0 per h — 0.

Sia z, I'interpolata lineare a tratti di z,, definita sulla mesh 7j/.,. Allora, grazie alla
teoria degli Elementi Finiti, abbiamo che z, — z, in H'(R). Poiche ||z4||m® —
||2n|| () Per b — 0, abbiamo che

C;C L/Eh 2 /12 (;C T 2 /12 T 2 /12
7/ 242 dx—>7/ 2412 dx:GC/O 241 P da,
n

—L/ep =T,
per h — 0. Inoltre,

zj/ﬁh
en [ _ oc |[u]
el Lo, a(zp(2)) dz — a(2,(0)) = a(GC o H[U]H> per h — 0.

(Infatti, per ogni h, per il Teorema della media integrale, esiste T, € [w{fl / eh,xfl /€n]
xi/Eh
tale che F—h’ a(zp(z)) dz = a(zx(xp)). Poiché z,(Zp) — 2,(0) per h = 0 ed a &
€l i en
continua, otteniamo che a(z,(z;)) = a(z,(0)).) Quindi, definitivamente per h — 0 vale
che

xi/eh

€h G, Lfen 2 72

[ a(@)o [u]| do 4+ S / 24| de

|€h’ :L"?;l/eh 2 —L/ep
T,

< a(z(0))o. |[u]| + G. / 2422 de 4 < $([ull) + 20 (2.7)
0

Definiamo dj, € P}, come

dp(z) = zp, <£) per ogni = € I.
€h

Per il Teorema di convergenza dominata, dj, — 0 in L'(I) per h — 0. Per definizione di

f @3,
0 in ]\éh,

[y, an(dp)) = {f(%7 ah(dh)\éh> in &,

Oc

In particolare, definitivamente per h — 0 vale che % > ap(dn)lg, F (osserviamo che
an(dn)l;, € [0,1]), quindi

0 in [ \ éh,
ah(dh)ac% — (ah(dh))2 s in ey,.




Allora, grazie al cambio di variabile L t, abbiamo che
€h

]-"h(uh,dh) :/ f uh,ah dh) d$—|——/—d2 +€h|d | dz =

J
Ty, 2

0.
H Laldn(z) de — Jen] 5= (an(dn)l;, )*
5 [aAE) o b E)]
LEh Eh | €n’/ €n

a: Lfen
( ( ) dx +—/ 22+ |z |? dt
L/ep,

= oellu]li—

dx

— UC|[[U]]||— |

), [en a. [Len
ac|[[u]]] a(zp)dt + — / 22+ |z |2 dt.
|eh‘ ‘7 1/Eh 2 —L/eh
Dalla disuguaglianza precedente e da [2.7] definitivamente per h — 0 vale che
QE?L/Eh L/Eh 9 9
Fn(un, dp) < m o a(zn)oe |[u]| dz + —- / o + [ do < @(|[u]]) + 2.
xy, €n L/ep,

Quindi,

1imhsup Fn(un, dp) < o(|[u]]) + 21

Per ’arbitrarieta di 7, otteniamo che

- limsup Fin(u,0) < ¢(|[u]]) = F(u).

2. Supponiamo che u € W2°°(I). Siano uy, l'interpolata lineare a tratti di u su 7y, e
dp, = 0 (osserviamo che ap(d) = 1). Allora, dalla teoria degli Elementi Finiti,

||U — uhle,oo([) S h|u|W2,oo(I)

In particolare, u) converge uniformemente ad v’ in I per h — 0. Poiché la funzione
s — f(s,1) ¢ uniformemente continua, f(u},1) — f(u/,1) uniformemente in I per

h — 0. Allora,

fh(uh,dh):/If(u;,1)dx—>/If(u’,mdx:f(u).

3. Dimostriamo che per ogni u € SBV(I) N W>>*(I'\ J,) con J, = {0}, vale la
disuguaglianza del I'-lim sup;, F,. Per ogni k € N consideriamo la funzione uy : I — R
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definita da

u(x) sexel\(—%,%),
up(z) = q u(—1) se x € [—1,0],
u(%) se x € (O, %]

Se dimostriamo che

I'- lim sup ﬁh(uk, 0) < Fluy),
h

otteniamo la tesi. Infatti, poiche¢ up — u in L*(I) (per il Teorema di convergenza
dominata), dalla semicontinuita inferiore del I'-lim sup,, F},, otteniamo che

I-lim sup Fy (u, 0) < limkinf (F— lim sup F, (uy, O)) < limkinf F(uy)
h

h
= lim inf </f(u§€, 1)dz + gb( lu(s) —u(—31)| ))
k I
- [ 1) de s o)) = Fw)
Quindi, dato k € N, proviamo che esiste (uf,df) € P} x P} tale che (uf,d¥) — (ug,0)
in L'(I) x L'(I) per h = 0 e

lim sup Fy (uf, dy) < F(uy).
h

Fissiamo 1 > 0. Consideriamo inizialmente la mesh 7, ottenuta aggiungendo i punti

% e —% all’insieme dei nodi di 7,. Indichiamo con P!, lo spazio dei polinomi lineari a
h

tratti su 7,. Siano vf € ]P’l}: I'interpolata lineare a tratti di uy su 7T, e

1,’3(93):{0 sexE[\(—E,E),

d¥(z) altrimenti,

dove d',i ¢ definito su 7Z|[7 11y come nel passo 1. Osserviamo che, per h sufficientemente
kk
piccolo, IF € P7. Inoltre, (vF, IF¥) — (ug,0) in LY(I) x LY(I) per h — 0. Utilizzando i
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passi 1 e 2, abbiamo che:

1
lim sup F(vf, I} 75) = lim sup (/ f(op), an(lf)) dz + S / —(I})* + en ‘(ZZ)/}Q dx)
h h I

I €n

=

_ L
=lim sup ( B F((MY, 1) da + F (v, 15, [ 2} Th) + [ f((wY, 1) dx)

h
<lim sup (/ ' f((v’,fb)', 1) dx) + limsupfh(vl,j, l,’j, [—%, %],77{)
h _L h

+limhsup (ﬁL F((wrY, 1) dx)

=

< f(u;,l)dx—l—gb(‘u(%) —u(— %)‘) +n+[ f(uy, 1) de = Flug) + 1.

-L

Consideriamo la mesh 7}, ed osserviamo che i punti —% ed % non appartengono necessa-

riamente all'insieme dei nodi. In particolare, esistono due elementi €, 1 = [t},t3], €52 =

[ti,ti]l € ’Eltali che —1% 61 €n1 € % € epo. Inoltre, per definizione di 7, gli intervalli
1 21 43 4

[tha _E]u [_Evth]u [thv E]? [Eath] € 771/ e

ﬁz\{gh,la ghg} :ﬁ\{[t%w_%L [_%’ti]v [t?w%]? [%71;;11]}

Siano ufl € IP’}1 Iinterpolata lineare a tratti di ug su 7, e df; € P}l definiti come nel passo
1 ed osserviamo che (uf,d¥) — (ug,0) in L*(I) x LY(I) per h — 0. Dimostriamo che

{]:h@ﬁadlﬁ) — Fu(vf, lﬁyﬁ)‘ — 0 per h—0.
Questo implica che

lim sup Fp (uf, df) < F(ug) +n,
h

cioé la tesi. Definitivamente per h — 0, vale che df = I = 0 su €, e €2, cioe,

| Fh (s di) = Fu(vp, b To)| =

Y

2
S [ Ay - ey s
i=1 Y eh,i

quindi, proviamo che

— 0 per h — 0.

F((ug) 1) = f((vp)', 1) da

€h,1

— 0.

F((ug) 1) = f((vR)', 1) da

€n,2

In modo analogo dimostriamo che anche
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Per definizione di ui e di v',,f vale che

th —th
u(—3) — u(t})
(uf) (z) tk? — M Ve,
Tl
e 1 1
u(—z) —ulty)
u(ty) + k —t se x € [th, —1],
'UZ(.T) _ ( h) _% . t}ll ( h) [ h k;]
ku(—%) se x € (—%,tfl],
( 1 1
u(—3) — u(t
s ( kl) 1( ) se r € [ti,—%],
(vy) () = %t
0 se & € (—3,t7].

Allora, poiché la funzione s — f(s, 1) & lipschitziana (indichiamo con ¢y, > 0 la costante
di lipschitzianita), abbiamo che

F((ug)' 1) = f((vh)', 1) da

€h,1

< [ 1y = (kY. y) do

—c ‘u(—l)—u(tl)‘ _%_t}zz ( 1 tl) + t}21+%
PR @ - E - T g

< 2cp [u(—3) —u(ty)| = 0 per h — 0.
[

Proposizione 2.1.2 (Densita). Sia u € BV (I). Allora, esiste una successione uy €
U={veSBV(I)NW?*>(I\ J,): #J, <+oo} tale che uy — u in L*(I) e

lim sup F(uy) < F(u).
k

Dimostrazione. Per il Teorema [1.1.9, esistono uniche (a meno di costanti additive) u, €
WH(I), u, una funzione cantoriana ed u; una funzione di puro salto tali che

U = Uqg + Ue + Uj.
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In particolare, per ogni z € I,

ug(x) = u(—LT) +/ u'dt,  u.(r) = DU((—L,x)), wu,(z)= Z [u].
—L JuN(—L,a]
Dimostriamo che esistono g g, ek, iy tali che ugr — ug in L(I), uer, — u, in L(I),

wj — uj in LY(I) per k — 00 € g, + Uk + ujx € U, dove U & definito come nell’enun-
ciato.

u;) Per ogni k € N definiamo I'insieme J* dei punti di salto di u con ampiezza maggiore
di i
k

k= {x € (—L, 1) : |[u(@)]] > %}

Osserviamo che #J* < +oo0, infatti, poiché ¢ : [0, +00) — [0, +00) ¢ crescente,
1
00 > Flu) > Zd) [ll) = #56(1).

Sia u;; : I — R definita da

Wik Z [u].

JEkN(—L,x]
Per ogni x € I vale che
fuj(@) —up(@) = | D [ul - Z [[U]] > Il
JuN(=L,z] JEN(= (Ju\JE)N(=L,z]

da cui, poiche u € BV(I) e |[D7u|(I) =3, |[u]]| < 400,

| — wipllory < | Z [[u]] = 0 per k — oo.
Ta\Jk

u.) Per ogni k € N consideriamo {;;} 74 la suddivisione uniforme di [~L, L], dove

Tip=—L+1

,=0,...,k+ 1.
k+1 Z ) b +

Possiamo supporre che {x;;}770 N J*¥ = (). Infatti, se esiste j € {1,...,k} tale che
zjr € J¥, definiamo

. L L
Tak © ((xj’k_kJrl’ J’“+k+1>\‘]5> 0.
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perché #Jff < +o00. Inoltre, poniamo Z;r = x;x se T;; ¢ Jlf. La nuova suddivisione
{Tip Yifs & tale che {Ti i nJF =0 e

Definiamo u.y : I — R come

wop(z) = 0 se x € [—L, ]
ok Ue(Tig1 k) se v € (Tig, Tiv1k] Deri=1,... k.

Abbiamo che u., — u. in L*(I) per k — oo. Infatti, la funzione u, ¢ continua su [—L, L]
(segue dal fatto che Du({z}) = 0 per ogni = € I e dalle proprieta di continuita delle
misure), quindi ¢ uniformemente continua, cioé

V>0, 30 > 0:Va,y € [-L, L] tali che |[x —y| <0 = |uc(x) — uc(y)| <n.

Allora, dato n > 0, per ogni k € N tale che W < 0, abbiamo che |u.(z) —uqr(z)| <n
per ogni x € [—L,L]. Quindi, |[ucr — uc|[r1(ny < 2Ln. Inoltre, poiche ¢(s) < ocs per
ogni s > 0, vale che,

> 6(Iluel) < oo fuelzz,) |+Z|uc Tia) = (i) )

Jug g
k

< oo 1Dl (—L,w2)) + D 1Dl ([2ige 2is1.)) ) = o |Du (D).

=2

u,) Consideriamo u, € W (R) un prolungamento di u, € WH(I). Poiche Wh(R) =

Wy (R) = CgO(R)H'HWI'I(R), esiste una successione @, € C>°(R) tale che ¢ — 1, in
WHHR) per k — oo. In particolare, ¢y := @x|; € W2>(I) e pp — u, in WH(I) per

k — oo. Inoltre,
/If(gaﬁg,l)da:%/lfu 1dx—/fu1 (2.8)

Infatti, poiché la funzione s +— f(s,1) & lipschitziana (con costante di lipschitz ¢, > 0),

[ 1640~ st

<cL/\g0§€—ufl|dx—>0 per k — oo.
I

Poniamo uq 1, = ¢y

Definiamo uy, = ugk + e + ujp. Tale up € SBV(I)NW2(I\ Ji), dove Jj & I'insieme
dei salti di uy:

Je=JFU e rr
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con #Jy < #J} + k. In particolare, Duy = )y, 4+ >, ; [ur(t)]0, e [ur] = [uja] + [uc]-
Inoltre, up — u in L'(I). Per ogni k € N, vale che

Fluy) = / Flu Dz + 3 o [uid]) = / F(@o Dz + 3 ol [ud )
I T I Ji

> ollwd)) =D o(lull) + Y o(llucsll) < Y o(Iull) + o [Dul (1).

Allora, da

imsup F(ue) < [ F0,1)do + o [D%ul (1) + 3 o [ul]) = F(a).

2.2 Disuguaglianza del I'- lim inf per il modello 1D.

Proposizione 2.2.1. Sia (uy,, dy) € L*(I) x L*(I) tale che (un,dy) — (u,d) in L*(I) x
LY(I) per h — 0 e liminf,_o Fp(up, dy) < +o00. Allora u € BV (I), ||ullee < K, d =0
go. mmle

F(u) < liminf Fp(up, dp).
h—0

Dimostrazione. La dimostrazione é suddivisa in diversi passaggi.

1. Nel primo step dimostriamo le proprieta delle funzioni limite u e d. Poicheé
(un,dp) = (u,d) in L'(I) x L'(I) per h — 0, esiste una sottosuccessione di (uy,d)
(che non rinominiamo) tale che u, — w q.o0., d, — d q.o. e

lim ]-"h(uh, dh) = lim inf]-"h(uh, dh> < +00.
h—0 h—0

In particolare, esiste C' > 0 tale che sup, Fj(un,d,) < C. Allora, per ogni h > 0,
(un, dp) € domFy, cioe, uy,dy, € Pr, ||lupl|lo < K e dy, € [0,1]. Per ogni h > 0 vale che

1
C'> Fulun,dy) > %—/|dh|2dx,
€n J1

da cui ||dy||r2¢y — 0 per b — 0. Poiche ||dx|[iry < [I]Y?||dp]|z2(r), passando al
limite per i — 0, otteniamo 0 = limy_q ||dp||1(r) = ||d||L1(1), cioé d = 0 q.o.. Inoltre,
[|lu||oo < K perché up — u q.0. per b — 0 e ||up||oo < K per ogni h. Dimostriamo che
u € BV(I). Per ogni m € N introduciamo un insieme X™ = {z}7! di punti tali che
xg' =L,z =L, xg <a' <. -<ap <xpn e

o dy(z") > 0per h—0eperognii=1,...,m;
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® SUD;_g . |I*| = 0 per m — oo, dove I* = [z]", a7} ,].

Per ogni i = 1,...,m esiste un elemento ¢} € Ty, tale che z* € ¢}, Poiche dj, € PPy,
esiste almeno un nodo xy7y, di effy, tale che 0< dp(xf},) < dp(x). Poniamo Tg, = —L,
T, = Le Il = [z, z+1,h] per ogni ¢ = 0,...,m. Per ogni m € N, dalla prima
proprieta di X™, esiste h,, > 0 tale che dj,(z7},) < dh( ) < 1/4 per ogni h < h,, e per
ogni ¢ = 1,...,m. Dimostriamo che esiste N > 0 tale che per ogni m € N e per ogni

h < hp,

:#{ iho supdh>1/2} < N.
.

Consideriamom € N, h < h,,, edi € {0,...,m} tale che Sup dp, > 1/2. Poiché h < hyy,,

infym d < 1/4. Allora, dal fatto che dj, € CO(]Z"}l) esiste un intervallo (21, 72] C I}, tale
che (rlnomlnando eventualmente gli indici) dp(x1) = 1/4 e dp(z2) = 1/2. Utlhzzando il

cambio di variabile y =

, abbiamo che

€n
1 2]
%/ —d;(2) + e|d),(2)|* dx > %/ —d;(z) + e|d),(2)|* dx
]zmh h z1 €h
= / ( d2 (yen, + x1) + e, | — (di(yen + 21)) )ehdy
€h
_ G E hzl 2
=3 dj,(yen + 1) + [(dn(yen + 1)) dy
0
2= T
€p =-2—1
> & / 2dn (yen + 1) - (du(yen + 1)) dy| = S |[d7 (yen + 21)] =g ™
0
Ge _ G¢ Ge
:T<zll_1_16) _7<1%> 16
Sommando sugli indici i € {0, ..., m} tali che sup [ dn >1 /2, otteniamo che

C > CNm

quindi poniamo N = Cl;—iC. Sia Ii" = U{I, supm dp, > 1/2}. Per ogni h < h,,
definiamo la funzione u}' come ’

i (z) = up () I\,

h o m m m m m
un(fy,) + (un(xfy ) — un(@)) Xpowr 0 I C I

dove &; € (27}, {1, ). Osserviamo che uj* € BV(I). In particolare,

Ny
Duy' = wpxn e + Z (uh(iv?il,h) - Uh(OETh))(S@i.

=1
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¢ limitata in BV (). In I\ I;* abbiamo che
> a(1/2) = 1/4, perché a ¢ decrescente in [0, 1]
f(-,1/4) & convessa, otteniamo che

Dimostriamo che la successione (u}')y
upt = up e ||dp]]|eo < 1/2, quindi ah(dh)
e dy € [0,1]. Poiche f(s,-) ¢ crescente e

cx [ fhad)de> [ fgbde> / Loy — &2 da,

g N N

cioe, |DuM|(I\ ') = / |up| dz < C', dove C’ & indipendente da h e da m. Inoltre,
nr

| Duy'|(11") Z’[[Uh (@)]l —Z|uh T ) uh(x;nh)‘ <2NK.

Quindi, ||Duf||pmyry = |Duf|(I) < €'+ 2NK =: C (indipendentemente da h e da
m). Osserviamo anche che [|u?||z1 ) < |[I| K. Allora, per il Teorema [1.1.3; esiste una
sottosuccessione (che non rinominiamo) ed esiste v € BV (I) tale che u}* converge ad
u™ debolmente™ in BV (I) per h — 0. Abbiamo che u™ = w in I \ limy_o [} =: T\ I™
[ Infatti, poiché up — win L'(I) ed uj* — u™ in L'(I), con u,u™ € L>®(I), otteniamo
che

upXxpgm — uxpge  in LY(T), per h — 0,
up'xnam = upXnae — W xpgm in LY(I), per b — 0,

perche,

||UhX1\1m - UXI\I’”HLl(I) = ||UhXI\1m —uxpIm + uxnr — UXI\I{L”HLl(I)

<|lun — ullprry + Kllxng» — xnaml|zrgy = 0 per b — 0,

||U'Z’LXI\Im - UmXI\ImHLl(I = ||UthI\Im - UmXI\Im + UmXI\Im - UmXI\I,THLl(I)

< lug" = ™ lleaay + ™ [loo X = xvim ||y = 0 per b — 0.

Dall’unicita del limite in L' (T) concludiamo che v = «™ in I\ I"™. Inoltre, dalla semicon-
tinuita inferiore della norma || - || r, (1) sotto la convergenza debole® in M, (1), otteniamo
che

1Dl Lyt iy = [Dul(T\ ™) < [ Du™|(I) < T i || Dy < €

IOsserviamo che passando a sottosuccessioni 31limy_so I7" nel senso della distanza di Hausdorff.
Procediamo come nel Teorema [1.2.8; estraendo una sottosuccessione, possiamo supporre che il numero

di intervalli che compongono I}* sia uguale a n < N per ogni h, cio¢ I} = U[ iy 0i]; Inoltre,

i=1
applicando il Teorema di Bolzano-Weierstrass alle successioni (a;"},)n e (b}, )n, abbiamo che, estraendo
ulteriormente delle sottosuccessioni, ajy, — a;" e b;’fh — b per h — 0 (oppure utilizziamo il fatto che

ay, = aiy, con |z, — x| < h). Quindi, I = U[ al*, b.
i=1
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lullsvnem < llullzi + C.

.....

n < N. Dlmostrlamo che u € BV (I \szl{x]}) Per ogni qf) € C’l( \ Uj :1{%}) tale
che ||@||s < 1, esiste m € N sufficientemente grande tale che ¢ € C(I'\ Im), quindi,

/ ugb’dx:/ ug'de < V(u, I\ I™) = |Du|(I\I™) < C,
\U? 1{z;} \™

da cui V(u, I\ U"_{z;}) < C. Concludiamo che u € BV(I \ Uj_1{7;}) grazie alla
Proposizione [1.1.1. In particolare,

lullvyup, ta,p < llullzray +C.

Infine, per la finitezza di |Jj_,{z;} ed il fatto che [[u||o < oo, abbiamo che u € BV (I).
Infatti u € L' (I) e Du = Duc (I\U?zl{xj}> + > 0 [u(z;)]0x,, dove [u(x;)] puo essere
uguale a 0 per qualche j.

2. Nel secondo step dimostriamo che
.F(U) < lim inf Fh(uh, dh)
h—0

Utilizziamo la seguente notazione: se I’ C I, poniamo

]:h(uh,dh,l) f(uh,ah dh dZL'+ / d2 —|—€h|d |2dI

I/

Inoltre, per ogni e, € T}, indichiamo con f(u},, an(dy), en) la restrizione di f(uj, an(dy))
all’elemento e,.

In un intorno dei punti di salto. Per ¢ > 0, consideriamo l’'insieme
={z € J, : |[u(@)]| > t}.

Poiche w € BV(I), N* = #J, < +oo. Infatti, +oo > |Diu|(I) = >, [[u]| >
Yo lull = >0, t =tN*. Sia 6 > 0. Definiamo 'insieme

J0 ={z el:dist(z, J.) < 5}

Per § sufficientemente piccolo, I'insieme J%° & un’unione finita di intervalli disgiunti, cioé
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JE = ],e [z — 0,2 + ). Poiche

uh,dh Z.Fh Uh,dh, (5,l’+5]),

zeJt,

consideriamo un singolo zq € J!. Possiamo supporre, senza perdita di generalita, che

xo = 0. Poiché d, — 0 q.0. e uy —> u qo esiste ¢ > 0 tale che dn(£d) — 0 e
up(£9) — u(ié) per h — 0. Poniamo x* := +4. Siano e; € T;, gli elementi della mesh
tali che 2% € e ed indichiamo con z; il nodo sinistro dell’elemento €, e con z; il nodo
destro dell’elemento e, . Osserviamo che per ogni elemento e, = [z, %] € Tj, vale che
dp (%) — dp(2}) — 0 per h — 0. Infatti,

2

dp(x}) — dp(},) d

len|

C > Fn(un, dn, en) > —/ en|d), |* dz = —eh/
en

dhl’)—dh(xl>2 2
2

6 T
> %Eh |dn(2},) — di ()],

cioe,
h

€h

2

C > }dh l‘h dh($€1)| . (29)

Poiche¢ h = o(e;) per b — 0, segue che dj(z%) — dp(zl) — 0 per h — 0. In par-
ticolare, consideriamo gli elementi ef = [z4F 27F]. Poiche dj(z*) — 0 per h — 0,

abbiamo che d, (7)) — 0 e ah(dh)L% — 1 per h — 0. Infatti, ‘dh(xf) —dh(azi)| <

dp (™) — dh(xﬁ;i)( — 0per h — 0, da cui |dy(zi)] < |dp(z) — di(2%)|+]dp(2%)] — 0
per h — 0. Inoltre, per il Teorema della media integrale, ah(dh)|ef = ﬁ [+ a(dy(t)) dt
€h eh

a(dn(tf)), con i € eif. Poiché dy(ty) — 0 per h — 0 ed a ¢ una funzione continua,
otteniamo che a(dy (7)) — 1 per h — 0.

Definiamo [, = [z, ,z}] e Jy = {en € T : en, C I;}. Siano ah(dh) = min{ah(dh)|eh
en, € Jn} ed é, € Jp un elemento tale che ah(Adh) = ah(dh)|A . Indichiamo con J}ﬁl =

{eh € Jp: ’uMeh >

(dh)g—;} e con I} = Ue, et €h: Definiamo la funzione @}, come

u, in I, \ (I} Ué),
), =  an(dy) 2 sign(uj,) in I'\ é, (2.10)
Tl (2 sz0teny lenlth = 2z ge, lenl@h) — inén,
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e la funzione @; come

x

up () = up(a;) + / uy,(r)ydr, x € I

Th,
Osserviamo che || < |u}|, |a),| < ah(Adh)g—Co' in I, \ é, e che @y, (z;7) = up(x)). Infatti,
x+
— + — h —/ — /
m(e) = we)+ [ GO =)+ Yl
“h Jh\(J}iu{éh})
_ 1 _
b3 alg ol (X lald - Y i)
Ji\{én} Thuten} Ti\eén}
= up(z;, ) + Z lenluy, + Z lenluy,
Jh\(JfLU{éh}) Jhufen}
zy)
—u(a)+ [ ) dr = wla).
zy,
Allora,
zy)
’uh(x;) — uh(x;)‘ < / |ay,| dx :/ |}, | dx—i—/ |y, | da (2.11)
x, Ip\én én

< ap(dn) 526 + enl | W ., | < 320+ |énl |, | -
Per definizione di ) vale che
/ F(@, an(dy)) dz = / £t an(dy)) da.
In\(If Uéy) In\(Ifuey)

Inoltre, dal Lemma [2.2.2, segue che

/IfLUéh f(u/h, ah(dh)) dr = Z ’eh|f(u;” ah(dh), eh)

en€(JfU{en})

2 ( Z lexl f(%ﬂh(%)ﬁh)) + [énl (@, an(dn), é)

en€(Ji\{én})

— [t de+ [l and) do

Iﬁ\éh
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Dalla convessita di f(-,r) per ogni r > 0 (2.3)),

[ S o= [ aidalaa [ o)’ g
€n €h €h

R ~ _ R ~ 2 2
= [enlan(dn)oe |1, | — lénlan(dn) 55

= an(dn)oe jn —o(1),
dove jn = |éx||ay,|, |I Siano M), = max {d),(2}), dn(2})} e my, = min {d),(}), dh(:i“h)}

Dal fatto che a : [O 1] — R ¢ decrescente e lipschitziana (osserviamo che |a'| < 2 in
[0, 1]), abbiamo che

~

ah(dh) Z a(Mh) 2 a(mh) — Q(Mh — mh).

Poiche, da (2.9), di(27) — dn(2}) = o(1) per h — 0 e jj, ¢ limitato uniformemente in h,
otteniamo che

/ f(a,, ah ))dz > a(mp)oegn — o(1). (2.12)

Consideriamo il termine G- [; Ld} + ¢|d,|* dz. Osserviamo che

2

_ 1
Ge d2_|_eh|d |2dx2mln{% —w} + ep|wp |*da s wy, € P,
Iy, €h I, €h

wn(h) = wn(d5) = ma, wn(at) = dh<xf>}.

Utilizzando il cambio di variabile x = €,y, per ogni wy, € P} tale che wy,(2}) = wy, (%) =
my, e wy(x7) = dy,(x7), vale che

x;{ 1 ) , ) xZ/e;L 1 ) 1 ) 2
/ —wj (z) + ep|wy, (x)] do = / (—wh(ehy) + en | —(wp(€ery)) >eh dy
x, €hn x, [en €n €h
x;/eh ) ) )
— [ W + A
z;, [en

dove zh(y) = wy,(epy) perogniy € [z, [en, z;f Jen]. In particolare 2, (2 /en) = 21, (2% Jen) =
my, e 2, (7 Je,) = dp(zi). Inoltre, abbiamo che z;, € P, dove con P} indichiamo lo spa-
zio delle funzioni lineari a tratti sulla mesh 7;, ottenuta riscalando 7, per il fattore i

20Osserviamo che j;, = |enllayle, = |an(2}) — un(d})] < 2K+ #-40. Infatti, uh(xh) = up(x), ) +
fzf ), dr, da cui |u,(2)] < K + %(325’ e up () = up(z))) — f ), dac = up () — f o a), dz, da cui
|uh(xh)| < K + Z£26. Allora, |un (85) — un (@) < |an(2})] + |uh(xh)| < 2K + 746,
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e definita su [z, /ey, z; /ey]. Allora,
IZ/Eh

1 .
% ;di+€h|d/h|2dx2mm{%/x zi+|zg|2dx:zh€Pi, (2.13)

Iy, ;/eh

(@ /en) = 2n(@en) = mn,y (e fer) = dh<x?;>}.

- +
Per ogni z, € IP’}%, consideriamo 1'estensione z : [i—z -1, i—z + 1} — R definita da

zh(zﬁ/eh)(ﬂs—%—l—l) sex € _‘t—Z—l,i_Z_,
[ +
Zn(z) = < z,(2) sex € _i—z,i—”,
M ro ot 1
an(wyfen) (e +1-w)  sewe |41

Osserviamo che

xi/fh'i‘l 5 zZ/eh—s—l .T+ 2
/ %+ 2] de ZZi(JJZ/eh)/ (—h+1—x) +1da

¥ /en af fen €h
1
—2(af fen) / (1= y)? + 1dy = 423(a Jen) = 22 (a).

mZ/eh—l—l

Poiche dj,(z;}) — 0 per h — 0, / Z2 4+1z° dz = o(1) per h — 0. Analogamente,
‘T;/eh
zy, [en
/ 72 1% ” dz = o(1) per h — 0. Quindi, abbiamo che
x, [en—1
zif /en il fen+1
/ 2+ |2 P de = / 241z dz—o(1). (2.14)
x, [en x, [en—1

Per R > 0, introduciamo 'energia definita da Kr(z) = f(o R 242

con zpr la soluzione del seguente problema di minimo:

dz ed indichiamo

zpp = argmin{ Kp(z) : 2 € H'(0,R), 2(0) = my, z(R)=0}.
o T - - :
Siano R; = L+l-2 R, =2 -t +1leR,= max{R; , R; }. Osserviamo Che

Zh
€h

Kg, (25,5) < Kpx (ZRf,h)-

3Infatti, supponiamo che R} > R, . Definiamo Zron [0, R;f] — R come - p(x) = R () se
v €[0,Ry] e Zp y(2) =0in (R, ,RS]. Allora, Zp-n € HY(0,R;), Zp- p(0) = my e zRM(R;) =0.

Quindi, KR; (ZRj,h) < KRj (ER;,h) = KR; (ZR;,h)~
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Quindi,

azz/ethl N azz/ethl ; fcz/eh N
22 | 22 22
/ Zi+ 12, dz > / Zi + |z dx+/ Zi + |2, dx
€T

n/en—1 2} [en z, [en—1

R
—/ Zz(w—i-i'};/eh)—i-]2,’1(5C+9?:2/6h)|2 dx
0

0
+/ 2,21(x+£2/eh) + |2g(x+i2/eh)|2 dx

Ry )
> KR:(ZR;JZ) +/0 2(—x+ 2 /en) + ‘2;1(—37 + iﬁl/eh)‘ dx

> Kpi (2t ) + K- (25 0) = 2K, (25, ) = 2mj,

dove l'ultima disuguaglianza segue dallo studio del problema di profilo ottimcﬁ. Com-

binando le disuguaglianze (2.13)) e (2.14]), otteniamo che

1
% [ Ll ao > G — o), 215
h

Sommando le disuguaglianze (2.12)) e (2.15)),
/ F(@), an(dy)) da + G-
én

1
ad,zl + eh]d;l\z dz > a(my)ojn + Gcmi —o(1)

> ¢(jn) — o(1).

Ip,

In particolare, abbiamo che

1
Frlup,dp, 1) = | f(u}, an(dy)) do + %/ —d} + e|d),|* dx
In I, €h
> [y, an(dy)) dz + ¢(jn) — o(1).
In\éy,

Poniamo é;, = [}, 4] e definiamo la funzione 4, : I, — R come

A {ﬂh(x) sex € I\ ép, (2.16)

n(x) =9 .~ o A
Un( %, ) Xar 2, T uh(x,f)x[jhﬂjm se T € éy,

4Procediamo come nella nota precedente. Consideriamo 1’estensione Zhon [0,400) — R tale che
Zp, n(T) =z, 4(7) sex € [0, Rp] e 0 altrove. Allora, Zp,n € HY(R)) e Zp, n(0) = my. Dallo studio
del problema di profilo ottimo segue che Kz (2z,) = [p+ 212% L T ‘2}%;1 Jrde > [ (mpem®)? +

[(mpe=) > dz = m3.
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dove @, € (& ,2;). Dalla definizione di 4y, e di j, = |éx| |u)| = |[@n]], segue che

Fn(un, dp, In) 2 [ f(dy, an(dn)) dz + ¢(|[an]]) — o(1).

I,

~

Osserviamo che in I, \ é, abbiamo che |@},| = |u},| < an(dp)

o

<O'

g—g < & Per il Lemma |2.2.3,

F@, an(dn)) > (i, 1) = Clag| |1 = an(dy)| > f(a;,1) = C".

Da questo, concludiamo che

}"h(uh,dh,fh) Z ; f(ﬁ;l, 1) dﬂ? + QS(HIﬁh]H) — 0(1) — 0/5

Infine, possiamo ripetere lo stesso ragionamento per ogni z; € J: con i = 1,..., N".
o t . 4+ . =+ . i — +
Per ogni i = 1,..., N*, definiamo z7;, in modo analogo a zj; e poniamo [} = [z;,,,z;,].

Indichiamo con
Ni
t,0 7
Ju,h - U [h
i=1

e definiamo la funzione 4 in ogni intervallo I} come in (2.16). Sommando sugli i =
1,..., Nt, otteniamo che

Nt
Filun, dn, J;5) = f g, V) da+ Y~ (| [an(:)]]) — (1) = C'. (2.17)
=1

t,8
Ju,h

Fuori dai punti di salto. Poiche d;, — 0 q.o. in I, per il Teorema di Severini-Egorov
dp — 0 quasi uniformemente in I, cioé, per ogni € > 0 esiste I, C [ tale che || < e e
dp, — 0 uniformemente in 7 \ . per h — 0. Consideriamo l'insieme I \ (J,Z’f,i Ul.). Dalla
convergenza uniforme, per ogni v > 0 esiste h, > 0 tale che ||dp||r(\17.) < 7 per ogni
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h < h%ﬂ Quindi, per ogni h < h.,

sz%dmf\cmiunnz;/ £ (uy. an(dy)) da

IN(JS,0I)
z/  fha(y) da.
I\(J;5UIe)

Dalla convessita di f(-,7) per ogni r > 0, segue che

0.2
/ m%wmmz/ wmeM—/ @2(1) L do
IN(JL5 VL) IN(JL5 VL) NS VI

ao. [ julde- g[S UL[. @19
I\(J, 3 UIe)

o2

Ct+op- Ml
’ 2Fq AN I . . 1 t,0
Da questo, sup,;,_ uhHLl(I\(JZ’iUIG)) < e cioé wy, ¢ limitata in L (I\(J,5U1e))
| o? o?
. . Ctgelll Oty .
(osserviamo che per ogni v < 1/2, e a5 cloe, per vy sufficientemente

piccolo la costante di limitatezza ¢ indipendente da € e da ). Per il Lemma [2.2.3,
abbiamo che

fuwAMFWﬁiua»z/" £ty a(y)) dz (2.19)

IN(JL5 VL)

> [ sde-Cp-aml [ gl
IN(JL5 VL) IN(JL5 VL)

> [ gD - a).

NI L)

Definiamo 4, = uy, in I\ Ji’f;. Allora, sommando ([2.17)) e (2.19)), otteniamo che per ogni
e > 0, v > 0, definitivamente per h — 0,

Fh(uh, dh) 2 }"h(uh, dh, I \ Ie)

> [ flag,1)dz + Z O [n(Zin)]1) — o(1) = €6 = C'[1 —a(y)|  (2.20)

I\

> G(tp, I\ I.) — o(1) _—C(S—C’|1 —a(v)|, (2.21)

50sserviamo che I, non é necessariamente un’unione di elementi della mesh, quindi per avere che
an(dn) > a(y) in I'\ I, scegliamo h, . come segue. Dalla convergenza uniforme in I\ I esiste h! = >0
tale che ||dp||po(n\1.) < /2 per ogni h < h,lw. Inoltre, da , esiste hy tale che per ogni h < hy e
per ogni elemento e, € Tr, |dx(z}) — dp(a},)| < /2. Poniamo h, . = min{h} . hs}. In questo modo,
per ogni h < h, ., abbiamo che ap(dp)(x) > a(vy) per ogni x € I\ I.. Infatti, se x € ¢, C I\ I, allora
ar(dp)(z) > a(y) perché h < hy < h}w. Se ep, NI, # (), a meno di rinominare i nodi di ey, poiché
dy € P},, possiamo supporre che d,(z},) < /2. Allora, |dp(a})| < |dn(x}) — dn(2})| + |dn(2}h)] < 7. In
particolare, dp|,, <, da cui an(dn)(z) > a(y).
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dove G é definito come in (2.24]).

Liminf. Osserviamo che per ogni € > 0, sup,, ||ts||pv(n\17.) < +00. Infatti, ||| peo) <
K + 2220 da cui |[an||ca(ry < 2L[[@n |z Inoltre,

Nt
7 f— ! ! 9 . ~
Ditn = g g+ X, Do)
i=1
i=1 €i,h

Nt
= WX p g T Xgeay v o D (@) — Wn(@54)) 0, e
' i=1

Per definizione di @}, (2.10), ||a}, x FUY, é@hH riy < 2L, Per le stime fatte prece-

dentemente, per ogni i = 1,..., N*, |un(],) — an(Z;,)| < 2K + Ze44, da cui

| D7y,

Nt
(1) = 3 ln(@7,) — anlar,)| < N'(2K + §:49).
=1

Infine, da (2.18)), u}, ¢ limitata in L*(I'\ (th’i U1.)). Quindi, per il Teorema|l.1.3, esiste
una sottosuccessione di 4, (che non rinominiamo) ed esiste u; s € BV (I \ I.) tale che
Uy — uzs in BV(I'\ I.). Per definizione di 4y, abbiamo che u;s = u in I\ J%°, dove
JL0 = Tlimy, o Ji’f,i = | ,e s [x — 0,2 + d]. Infatti, poiche w, — win L'(I) ed Gy — uys in
LY(I), con u, uy s € L>=(I), otteniamo che

UnX g8 > UX gt in L*(I), per h — 0,
URXp s = ﬁhXI\JZ’i = UrsX g g0 in L'(I), per h — 0.
Per l'unicita del limite in L(I), concludiamo che u; 5 = u in I\ JL°. Per ogni x; € JL,

indichiamo con I; = [z; — J, z; + J]. Allora, passando eventualmente a sottosuccessioni,
per ogni i = 1,..., N* esiste &; = lim_,0 &; 5, € I; punto di salto di u, s tale che

[[ues (@]l > Ju(af) — ul7)| — F:26.

Infatti, da (2.11), abbiamo che

A A A

Uh(x;,rh) - Uh(fi’z_h)| = [l

e | = Junlay) = unla)| - 226,

6Questo segue dalla definizione di 4. Infatti, @, = uy, in I\Ji’i e ||up||oo < K. Inoltre, per ogni I},
coni=1,...,N?, |\ﬂh||Loo(I,’;,) <K+ %;25. Infatti, se z € I} e x < &y, allora |tun(z)| < |un(z;,)] +

+ +
f;i_h iy, dr < K + 2625 se @ > &, allora ap,(x) = ap(a,) — [0 @), dr = up () — [0 @), dr, da

cui |y ()| < K + 2220,
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dove,
un(@ly) = un(z,)| = 220 — [u(e) —u(a;)| — €20 per h — 0.

Inoltre, poiché 2 = x; + 6 ed u € BV(I), esistono lims_,o+ u(z; + 6) = u*(z;). In
particolare,
lu(zf) = w(z;)| = |[u(z)]| per d — 0. (2.22)

7

Consideriamo il liminf,_, in entrambi i membri della disuguaglianza (2.20). Sia G
I'inviluppo semicontinuo inferiore di G, definito in (2.25)). Per il Lemma [2.3.1, abbiamo
che G = F, quindi
lim inf Fp, (up, dp) > liminf G(ay, I\ 1) — C6 — C'|1 — a(v)|
h—0 h—0
> liminf G(ay,, I\ I.) — C3 — C'|1 — a(v)|
h—0

> G(ugs, I\ 1) = C0 — C'|1 — a(7)]
= Flues, I\ Ie) = Co = C'[1 = a(v)],

per ogni t, 0, €, v > 0. Passando all’estremo superiore rispetto a v ed €, otteniamo che
lim inf ]:h(uh, dh> > ./T'.(Ut,(;) — ().
h—0
Poicheé w5 = win I\ Ji"s, scriviamo

Flugs) = Flups, I\ JE) + F(ugs, J&°)
Nt
> Flu, I\ J) + Z O([[wes(2:)]1)-
=1

Da (222).

lues(@)]] > Ju(a?) = u(ei)| = 20 = |[u(z)]]  per & — 0.

Inoltre, I\ J%° A~ T\ J! per 6 — 0. Da questo, lims_o F(u, I \ J) = F(u,I\ Jt).
Infatti:

e per il Teorema di convergenza dominata,

[ f = [ et [ e = [ s ya
I\Jy I 1

I\JL
e per la proprieta di continuita delle misure, o.|Du|(I \ JL°) — o.|Du|(I \ JY),

e per il Teorema di convergenza monotona, >, \ ;us ¢(|[u]|) = 325\ 5 @([[u]])-
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Allora, per 6 — 0, abbiamo che
Nt

Nt
= lim F(u, I'\ JI0) + lim inf ( Z; d(|[ues(:)] I))
Nt

Flu, I\ L) + Y timinf (6(1[us(@)1)
> Fu I\ J) + Y o([u(x)])).

zEJY

Inoltre, limy o F(u, I\ J;) = F(u, I\ Ju) e limyo > 5 ¢([[u]]) = 325, ¢([[ul]). Infatti:
e poiché J, ¢ al pitt numerabile, f[\Jt fW 1)de = [, f(u/,1)de = fI\Ju f(,1)de,

e per la proprieta di continuita delle misure, o.|Du|(I \ J!) = o.|Du|(I \ J.),

e poiche =, 6(|[ull) < o0, = &1 [ul]) = 0.

e per la definizione di serie a termini positivi, >, ¢([[u]|) = >, &(|[u]]).

Quindi, considerando il limite per t — 0, otteniamo che

hmlnf Fn(up, dp) > F(u, I\ Jy) +Z¢|[[U]]| F(u),

cioé la tesi.

]

Lemma 2.2.2. Siano f definita come in (2.3) e s(r) := 5 il valore di soglia. Siano

€[0,1] peri=1,...,n tali che r, = min,_y__,7;. Siano s; € R tali che |s;| > s(ry)

per ogni i = 1,...,n — 1 e siano a; > 0 per v = 1,...,n. Allora vale la sequente
disuguaglianza:

n n—1

> aif(si,ri) =Y aif(s(ra) sign(s:), i)

i=1 i=1

1 n—1
+anf —< a;(s; — s(ry,) sign(s; —l—ansn),rn i
(an > s = s(r) ()

Dimostrazione. Poniamo a,S := 31" a;(s;—s(r,) sign(s;))+a,s,. La tesi & equivalente

a dimostrare che

n—1

Zaz (f(sw ri) — f(s(ry) sign(s;), T2>> 2 (f(S, Tn) — f(Smrn))‘

=1
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Dalla definizione ([2.3)), abbiamo che

5 Fos? se |s| < s(r),
2
f(s,r) =< ro. o ] se s > s(r),
—r0.s — 1?3 se s < —s(r),
e
Eys se |s| < s(r),
Osf(s,r) =< ro, se s > s(r), (2.23)
—ro, se s < —s(r).

Poiche f(-,7,) € CYR) e |0sf(s,7,)] < rno. per ogni s € R, f(-,7,) ¢ lipschitziana e

n—1
an | f(S, 1) — f(sny10)| < anrnoe|S — sp| < rpo. Z%(Si — s(ry) sign(s;))
i=1
n—1
rnaczal si — s(ry) sign(s;)| < raoe Y ai(|si| — s(rn)).
=1
Inoltre, da (2.23), la mappa r +— 0sf(s,r) € crescente per s > 0. Quindi, dal fatto che
ri > 1y e f(-,7;) ¢ una funzione pari, per ogni i = 1,...,n — 1, otteniamo che
|sil
f(siymi) — f(s(rn)sign(si), i) = f([sil,7:) — f(s(rn),mi) = ( )88f(s,ri) ds

|si]

> 0sf(s,rn) ds = r0c(|si] — s(rn)).

s(rn)
Allora,
n—1 n—1
Sa (f(si, ) = £(s(r) sign(ss), >) > 00> ai( Jsif = s(ra)
i=1 i=1
> a, (f(S,7n) = f(5n,70))
da cul abbiamo la tesi. ]

Lemma 2.2.3. Sia f definita come in (2.3). Allora, esiste C' > 0 tale che per ogni
r € [0, 1] vale la sequente disuguaglianza:

f(s,1) = f(s,r) < Cls| |1 —r| per ognis € R.

Dimostrazione. Poniamo s(r) := rg¢. Osserviamo che 0 < s(r) < s(1) e che, poiche
f(-,1) e f(-,r) sono funzioni pari, possiamo dimostrare la disuguaglianza per gli s > 0.
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Se 0 < s < s(r) abbiamo che f(s,1) = f(s,r) e la disuguaglianza ¢ verificata. Per
s > s(r) scriviamo

F(s,1) — Fsr) = / :) F1) = fer)de = / :) Fz1) — f(s(r), 1) dz,

infatti, f(s(r),1) = f(s(r),r) e, da [2.23)), f'(z,7) = ro. = f'(s(r),1) = Eos(r) per ogni
z > s(r). Se s(r) < s < s(1) abbiamo che f’(z,1) = Eyz per ogni s(r) < z < s(1),
quindi

s

f(s,1) = f(s,7) :/( )Eo(z —s(r)) dz = 3Eo(s — 5(r))* < 5Eo(s — s(r))(s(1) — s(r))

= LEy(s — s<r))(2 - rﬁ) = Lou(s —s(r)(1—r) < C|s||L —7].

2

Per s > s(1), scriviamo

s(1) s
f(s,1) = f(s,7) = f'(z,1) = fi(s(r), 1) dz +/ f'(z1) = f'(s(r), 1) dz.
s(r) s(1)

Dal caso precedente, per il primo integrale abbiamo che

s(1)
/ fi(z,1) = f(s(r), 1) dz < 50e(s(1) = s(r)[1 = 7| < 50e(s — s(r)[1 = 7.
s(r)
Consideriamo il secondo integrale. Per ogni z > s(1), f'(z,1) = 0. = Eps(1), quindi

) f(z,1) = f'(s(r),1)dz = /S FEo(s(1) — s(r))dz = Eo(s — s(1))(s(1) — s(r))

s(1) 1)

Combinando le due disuguaglianze precedenti, concludiamo che
f(s,1) = f(s,7) SO =r[(s = s(r)) < CI1 —rls],

dove C = %ac. O

2.3 Semicontinuitd inferiore del I'-limite

Ricordiamo le definizioni delle funzioni f(-,1) e ¢: per ogni s € R,

f(s.1) = 1Eys? 2 se |s| < Z¢, o(s) = Geo.ls| .
; oels| — 55 se [s| > 2¢, G+ ocls|
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Poniamo f(s) := f(s,1) per ogni s € R ed introduciamo le funzioni ¢° : R — R e
R — R, definite da

¢°(s) = lim olts) _ Geocdls] __, ||
10+t 50+ (Ge+oet|s| )t
0 se s =10
t
F=(s) = timsup L2 — 5] = o.tls] — 2
t—-+00 lim sup ¢ = o.ls| se s # 0.
t—4o00 t

Consideriamo il funzionale ausiliario G : L*(I) — [0, +-00], definito come

Gl = /If(u’) dz + Zgb([[u]]) se u € SBV(I),

+00 se w e LYI)\ SBV(I).

(2.24)

L’inviluppo semicontinuo inferiore di G ha la seguente forma (la dimostrazione é ripor-
tata in [BBBF96):

. /Ig(u)dva%;h([[u]])—i—/lg (dD°u)  seu e BV(I), )
+o0 se w € LY(I)\ BV(I),

dove ¢ & I'inf-convoluzione di f e ¢°, cio¢, per ogni s € R,

g(s) = fve’(s) =min {f(s —r) + ¢°(r) : 7 € R}, (2.26)
h(s) = min {H(U) = /0 fo0) dz + qu([[v]]) cv e SBV(0,1),v(0) =0,v(1) = s},
) (2.27)

g(st).

g>°(s) = limsup
t——+o00

(2.28)

Lemma 2.3.1. Le funzioni g ed h presenti nella rappresentazione integrale di G sono
tali che:

g(s) = f(s) per ogni s € R, (2.29)
h(s) = ¢(s) per ogni s € R. (2.30)

Da cui, g°(s) = o.|s| per ogni s € R.

Dimostrazione. Fissiamo s € R. Dimostriamo 'uguaglianza (2.29)), cioé, per definizione
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di g, che
fls=r)+°(r) > f(s) = f(s = 0) +¢°(0) per ognir € R.
Poiche f ¢ convessa e di classe C'(R), vale che
f(s=1) = f(s)+ f'(s)(s = —s) = f(s) = ['(s)r perognireR,

cioé f(s—r)+ f'(s)r > f(s). Poiche ¢°(r) > f'(s)r, infatti

Eqys se |s| < Z¢,
Fs) =30,  ses>2Z, o () =o.lrl,
—0, se s < —g—;

otteniamo che f(s —r) + ¢°(r) > f(s) per ogni r € R, cio¢ la tesi.

Dimostriamo 'uguaglianza (2.30). Consideriamo s > 0. Il caso s < 0 & trattato allo
stesso modo. Facciamo le seguenti osservazioni:

e Per ogni v € SBV(0,1) tale che v(0) = 0 e v(1) = s, definiamo v* come il
troncamento

v*(x) = max{0, min{v(z),s}} per ogni z € (0,1).
Allora v* € SBV(0,1) ed inoltre
[V'| > |(v*)| qo. in (0,1), J, D Jp, |[o(@)]| > |[v*(x)]| Vz € J,.

Da queste proprieta otteniamo che
1 1
Hw) =0, [ 1]do+ Y o(leh 2 0. [ 0Y]do+ 3 o] = H@)
0 Jo 0 Ty

e Per ogni v € SBV(0,1) tale che v(0) = 0 e v(1) = s, consideriamo v l'inviluppo
monotono crescente di v, dove

o(z) = / dv™  per ogni x € (0,1).
0
Allora v € SBV(0,1) ed inoltre

W'| > 0] qoo. in (0,1), J, D Jy,  |[v(@)]| > |[0(x)]| Yz € J,.
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Da queste proprieta otteniamo che
1 1
—o. [ Wldet Yol 2 0. [ [0de+ 3 o(l6]) = HG).
0 Jo 0 Js

Allora, per ogni v in SBV(0,1) tale che v(0) =0 e v(1) = s, abbiamo che
H(v) > H(v") > H(v"),

quindi, per la definizione (2.27)),

h(s) = min {H(v) :v e SBV(0,1), v(0) =0, v(l)=s, 0<v<s, vnon decrescente},

dove H (v / 1< d$+z o([v]) = / el d:l:—l-z o([v]). Indichiamo con v la

funzione che minimizza il funz1onale H, conv e SBV(0, 1) v non decrescente, v(0) = 0,
v(1l) = s e 0 <wv<s. Dimostriamo che v ha al pitt un punto di salto, cioé che

47, = 1.

Supponiamo per assurdo che N := #J, > 1. Poiché ¢ : [0, +00) — R & strettamente
concava e ¢(0) = 0, allora ¢ : [0, +00) — R & strettamente sub-additiva , quindi

S o(lel) > ¢(ZM>.

Consideriamo la funzione v € SBV(0,1) tale che v(0) = 0, (1) = s e Dv = V' +
(Zij\il[[v]])ém, dove zy € (0,1) (osserviamo che possiamo ottenere una tale v concen-

trando tutti i salti di v nel punto zy). Allora,

N LSS Gy |v'rdx+¢<2[[vﬂ> -

Questo contraddice la minimalita di v, quindi #J, = lﬂ Dimostriamo che v ¢ costante a

"Se x = y = 0, allora la disuguaglianza di sub-additivita é verificata. Siano x > 0 ed y > 0.

Scriviamo x = (2 +y) + 4, (0). Poiché ¢ ¢ strettamente concava ed x una combinazione convessa

diz+yeO, ¢(x) > o od(x+y)+ I+y¢(0). Allo stesso modo, ¢(y) > y+m¢>(;v +y) + 57 0(0). Allora,
sommando le disuguaglianze precedenti ed usando che ¢(0) = 0, otteniamo che ¢(x) + ¢(y) > o(x +y).

8Osserviamo che questi passaggi valgono anche nel caso in cui supponiamo per assurdo che #.J, =
+00. Infatti,

> o[(@a)]) = ¢([v(z)] +Z¢ [o(z)]) = ¢([v(z1)] +¢<Z[{v zi) ) > as(Z[[v(wi)ﬂ),

85



tratti con un unico salto di ampiezza s. Siano 0 < a < b < 1 ed assumiamo per assurdo
che v|(a b) sia continua e non costante. In particolare,

V| (4p) € argmin { HY(,p) (w) :w € SBV(a,b), w(a™) =v(a™), w(b”) = U(b)},

b
dove H|,, (w) = / 1 (w') dx—i—z ¢([[w]])H Consideriamo la funzione © € SBV (a, b),
a Jw

definita come

0(x) = v(a®) + (v(b7) = v(a")) Xpop): @ € (a,),
per zg € (a,b). Allora, poiché ¢(s) < o.s per ogni s > 0, abbiamo che
b
H| 0y (Wliap) = Uc/ v'dz = 0. (v(b7) —v(a®)) > ¢(v(b7) —v(aT)) = H| ) (0).

Questo contraddice la minimalita di v|(a b)- Allora, sostituendo questa funzione v nella
definizione di h, otteniamo che

Dal Lemma |[2.3.1 segue che

/If(u’) dx + Zgb([[u]]) + /Ifoo(chu) se u € BV (1),
+00 u seue LY(I)\ BV(I),

dove

dDu dDu
ooch oo D¢ o
/If( /f i) 1Dl = ac/‘dch

dove, nella prima disuguaglianza abbiamo considerato il limite per N — oo nella disuguaglianza di sub-
additivita che vale per ogni N € N e nella seconda disuguaglianza abbiamo usato la stretta sub-additivita
per N = 2.

Infatti, se esistesse una funzione w tale che H|,p (w) < H|,p) (V] (4p)), la funzione

_ w in (a,b),
w =
v altrove,

sarebbe tale che H(v) > H(w). Questo & assurdo per la minimalita di v.

d |D| = o | Du|(I).
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Allora, per ogni u € L*(I),

- /If(u’) d$+z¢(ﬂu]])+achcu\(I) se u € BV (I),

+00 se uw e LY(I)\ BV(I).

Questo dimostra che il funzionale limite F, definito in (2.5), & semicontinuo inferior-
mente.

Osservazione 2.3.1. Siau € BV/(I) esiauy, € U la successione definita nella Proposizione
2.1.2. Allora, dalla semicontinuita inferiore di F, otteniamo che limy_, o F(ug) = F(u).

2.4 Generalizzazioni

Estendiamo il Teorema [2.0.1, considerando una funzione «a : [0, 1] — [0, 1] pit generale.
Sia @ : [0,1] — [0, 1] una funzione lipschitziana e decrescente, tale che

a(0)=1, a(l)=0 e a(z)>0perognizel0]l).

Sostituendo tale a alla funzione d +— (1 — d)? nello studio del problema di profilo ottimo,
otteniamo la funzione ¢, : [0, +00) — [0, +00) definita da

¢q(s) = min {a(z)acs +G.2% 2 €0, 1]} per ogni s > 0. (2.31)

Per ogni s > 0, poniamo g,(2) := a(z)o.s + G.2* ed osserviamo che, per il Teorema di
Weierstrass, esiste il minimo della funzione [0,1] 3 z — g¢4(2). Indichiamo con z, un
punto di minimo. La funzione ¢, verifica le seguenti proprieta:

e ¢.(s) >0 per ogni s > 0;
e ¢,(0) = 0. Infatti, go(2) = Ge2? e min {G.2% : z € [0,1]} = 0;

® ¢, & concava. Siano si,s; > 0 et € (0,1). Poniamo z, := 2, 4(1-4)s,. Allora,

Pa(ts1 + (1 —1)82) = Grsy+(1—1)ss(25) = a(z*)ac(tsl +(1- t)sz) + G272
= t(a(z)oes1 + Gezl) + (1 — 1) (alz)0es2 + Gezl)
=195, (2) + (1 = £)gs, (22) > toa(s1) + (1 — t)ga(s2);

e ¢, ¢ crescente. Infatti, ¢, & concava e ¢,(s) > 0 per ogni s > 0;

e ¢.(s) < o.sperognis> 0. Infatti, ¢,(s) < gs(0) = ocs;
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Pal(5)

° lim+ = o.. Per la disuguaglianza precedente, abbiamo che
s—0 S
. s ) 0.8
lim sup %—() < limsup —— = o,.
s—0t S s—0t S

Inoltre, osserviamo che lim, ,o+ 2z, = 0. Infatti, ¢,(s) = a(z;)oes + G.2? < 0.8, da
cui Gez? < 0.8 —a(zs)oes < 0.8, quindi

0 < liminf Gczf < lim sup Gczg < lim o.s = 0.
s—=0t s—0+ s—=0F

Allora, poiché a ¢ una funzione continua e a(0) = 1,

L s L a(zs)oes + G2 . alzs)oes .
lim inf Ga(s) = lim inf (2)0 s> hmlnf(s—)C = lim a(z,)0. = 0.
s—0t S s—0t S s—0t S s—0t
Da questo otteniamo che
s S
0. < liminf %—() < lim sup %—() < o,
s—0t S s—0+ S

cioé la tesi;

¢, ¢ una funzione continua. Infatti, poiché ¢, : [0, +00) — [0, +00) & concava, ¢, :
(0,+00) — [0,+00) & continua. Inoltre, dal fatto che lim,_,o+ z; = 0, otteniamo
che

lim u(s) = lim (a(z)0es + Gez?) =0 = 0a(0),

cio¢ ¢, ¢ continua da destra nel punto 0.

lim ¢4(s) = G.. Per ogni s > 0, ¢.(s) < gs(1) = G, da cui,

S——+00

limsup ¢,(s) < G..

S$——+00

Inoltre, osserviamo che lim,_, o 2, = 1. Infatti, ¢,(s) = a(zs)oes + Ge2? < G,
da cui, per ogni s > 0, a(zs) < UGCS Quindi, a(z;) — 0 per s — +o00. Poicheé a

¢ decrescente e si annulla solo nel punto 1, otteniamo che z; — 1 per s — +o0.
Allora,

liminf ¢,(s) > lim G.2? = G..

s—400 s—400

Da questo otteniamo che

G. < liminf ¢,(s) < limsup ¢,(s) < G,

§—r+00 5—400
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cioé la tesi.

Definiamo ¢ : R — [0, +00) come 'estensione pari della funzione ¢,. Possiamo genera-
lizzare il Teorema [2.0.1 come segue:

Teorema 2.4.1. Sia a : [0,1] — [0, 1] una funzione lipschitziana e decrescente, tale che
a(0)=1, a(l)=0 e a(z) >0 per ogni xz € [0,1).

Sia ¢ : R — [0, +00) l'estensione pari della funzione ¢, : [0,4+00) — [0, +00), definita
da

¢a(8) = min {a(z)acs + G2z €0, 1]} per ogni s > 0.

Allora, ¢ : [0, +00) — [0,+00) & concava, ¢p(0) =0, ¢(s) < o.|s| per ogni s € R,

lim 9(s) =o0. e lim ¢(s) =G..

s—0t S §—4-00
Inoltre, sia I un intervallo aperto e limitato e siano F, : L*(I) x L*(I) — [0, +0o0]

definiti come in R4). Sia F: L*(I) x L*(I) — [0, +00] definito come

Flu,d) = {HU) sewe BY(D), d=0go. inl, [lulls < K,

400 altrove,

dove

Flu) = /l P 1) do + o | D) (1) + 3 o([ul).

Allora, fh ['-converge a F per h — 0.

Dimostrazione. Le proprieta di ¢ seguono dalle proprieta dimostrate per la funzione ¢,.
Inoltre, per dimostrare che Fj;, I'-converge a F per h — 0, possiamo ripetere le stesse
dimostrazioni della Proposizione [2.1.1, Proposizione 2.1.2, Proposizione [2.2.1 e Lemma
@, sostituendo la funzione d + (1 — d)? con a ed utilizzando la funzione ¢ ottenuta
da ¢,. In particolare,

e nella Proposizione 2.1.1 (disuguaglianza del limsup) utilizziamo le ipotesi a :
[0,1] — [0, 1] continua e a(0) = 1;

e nella Proposizione [2.1.2 (risultato di densita) utilizziamo la disuguaglianza ¢(s) <
0.5 per ogni s > 0;

e nella Proposizione [2.2.1 (disuguaglianza del liminf) utilizziamo il fatto che a :
[0,1] — [0, 1] & decrescente e lipschitziana;
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e nel Lemma 2.3.1 (dimostrazione della semicontinuita inferiore di F = G) utilizzia-
mo le seguenti proprieta di ¢: <b|[0’+oo) e concava, ¢(0) = 0, ¢(s) < o.s per ogni
s>0e

= o0.|s| per ognis € R.

¢(ts)
t

Infatti, se s = 0, ¢°(0) = 0. Altrimenti, se s # 0,
B(ts) o(tls]) .. o(y)

0 . .
=1 = lim 2"Y — ]
o) = i = = i =

= o.|s|.

]

Riportiamo alcuni esempi di energie coesive ¢ : R — [0, +00), ottenute da particolari
funzioni a : [0, 1] — [0, 1] come sopra.

Esempio 2.4.1 (Energia coesiva di Dugdale). Consideriamo la funzione a : [0, 1] —
[0,1] definita da a(z) = 1 — 2% ed osserviamo che a soddisfa le ipotesi del Teorema [2.4.1.
Allora,

¢a(s) = min{o.s,G.} per ogni s >0,

dove la mappa [0,4+00) 3 s +— min{o.s, G.} ¢ detta energia coesiva di Dugdale. Infatti,
se s > 0 ed é tale che o.s < G, otteniamo che

9s(2) = (1 = 2% 0es + Gez? > (1 — 23 0es + 0.82° = 0.8(1 — 2° + 2°) > 0.5

per ogni z € [0,1]. Poiche g,(0) = o.s, abbiamo che ¢,(s) = min {g,(z) : z € [0,1]} =
o.S. Inoltre, se s > 0 ed é tale che o.s > G, otteniamo che

9s(2) = (1 = 2305 + Go2? > (1 — 2G. + G2 = G (1 — 2° + 2%) > G,

per ogni z € [0,1]. Poiche g4(1) = G,, abbiamo che ¢,(s) = G.. Definiamo ¢ : R —
[0, 4+00) come 'estensione pari di ¢,.

Esempio 2.4.2. Consideriamo la funzione a : [0, 1] — [0, 1] definita da a(z) =1 — z ed
osserviamo che a soddisfa le ipotesi del Teorema [2.4.1. Allora,

(o] 2Gc
acs<1 — > se 0<s< ,
_ 4G, o,
Pa(s) = 26,
G. se s > )
Oc

Infatti, per ogni s > 0, gs(2) = (1 — 2)o.s + Ge2? = Go2* — 0.52 + 0.5 (0sserviamo
che g, ¢ una funzione quadratica convessa, dove il punto di minimo & z = F&*). Se
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0.8+ |
2061 |
< 04

——min{o.|s|,G.}|]
0.2+ w +Ge i
O-C

0 1 1 N AV 4 1 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.3: Grafico dell’energia coesiva di Dugdale ¢, dove ¢(s) = min{o.|s|, G.}, con
datiG.=1e o0, =2.

z=g& €[0,1], cioe se

0<s< 2Gc7
O-C
allora z; =z e
Oc5 025 0S8
Pa(s) = gs(20) = (1= 55 )0es + G = oes (1 - 4(0;6).

Sez > 1, cioéses > QU—G;C, allora z; = 1 e ¢, (s) = gs(1) = Ge. Definiamo ¢ : R — [0, +00)
come l’estensione pari di ¢,.

0.8 |
® 0.6 |
S 04; o(s) |1

0.2+ X j:%fc 4

5 | ! | | [ i
2 15 -1 -05 05 1 15 2

Figura 2.4: Grafico dell’energia coesiva ¢, definita nell’Esempio [2.4.2, con dati G, = 1
e o, =2.

Possiamo generalizzare ulteriormente il Teorema [2.4.1, imponendo delle condizioni al
bordo per uy, e dj, nella definizione di F;,. In particolare, definiamo Fj, : L' (I) x L*(I) —
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[0, +00] come

]-"h(uh,dh) se uh,dh € P}I, HuhHoo < K, dh c [O, 1],
Fi(un,dp) = up =g, d, =0in 0I = {+L}, (2.32)

400 altrimenti,
dove Fy(up,dy) ¢ definito come in (2.2) e K > ||g||s. Otteniamo il seguente teorema:
Teorema 2.4.2. Sia a : [0,1] — [0, 1] una funzione lipschitziana e decrescente, tale che
a(0)=1, a(l)=0 e a(x) >0 per ogni z € [0,1).

Sia ¢ : R — [0, +00) l'estensione pari della funzione ¢, : [0,4+00) — [0, +00), definita
da

¢q(s) = min {a(z)acs + G222 €0, 1]} per ogni s > 0.

Allora, ¢ : [0,400) — [0, +00) & concava, ¢(0) =0, ¢(s) < o.|s| per ogni s € R,

lim 9(s) =o0. e lim ¢(s) =G..

s—0t S s—+o00
Inoltre, sia I un intervallo aperto e limitato e siano Fy : L'(I) x L'(I) — [0, +o0]

definiti come in (2.32). Sia F : L*(I) x L*(I) — [0, +oc] definito come

F(u,d) =

400 altrove,

~ {f(u) seu e BV(I), d=0 go. inl, ||ulle < K,

dove

Flu) = / F 1) do+ ou D%l (1) + 3 o([u])

+0(g(L) —u(L7)) + o(u(—L") — g(=L)).

Allora, ]?h ['-converge a F per h — 0.
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